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第 1 章 不定积分引论

例题 1.1 （1703）求积分 ˆ
dx

sinx

解 解一：
凑微分求积如下:

I =

ˆ
sinx

sin2 x
dx =

ˆ
d cosx

cos2 x− 1
=

1

2
ln

∣∣∣∣cosx− 1

cosx+ 1

∣∣∣∣+ C

解 解二：（万能代换）
令 t = tan

x

2
，则有

dx =
2

1 + t2
dt, sinx =

2t

1 + t2

于是可求积如下：

I =

ˆ 2

1 + t2
dt

2t

1 + t2

=

ˆ
dt

t
= ln |t|+ C = ln

∣∣∣tan x
2

∣∣∣+ C

注 答案还可有其他形式，几个常用答案如下:ˆ
dx

sinx
= ln

∣∣∣tan x
2

∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣1− cosx

1 + cosx

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣ sinx

1 + cosx

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣1− cosx

sinx

∣∣∣∣+ C

例题 1.2 （1704）求 ˆ
dx

cosx

解 利用代换 x+
π

2
= t 就有

ˆ
dx

cosx
=

ˆ
dx

sin
(
x+

π

2

) =

ˆ d
(
x+

π

2

)
sin
(
x+

π

2

) ,
于是已将问题归结为例题 (1.1)
注 几个常用答案如下：ˆ

dx

cosx
= ln

∣∣∣tan(x
2
+
π

4

)∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣1 + sinx

1− sinx

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣ cosx

1− sinx

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣1 + sinx

cosx

∣∣∣∣+ C

例题 1.3 （1820/分部积分循环现象）求 ˆ
x2
√
a2 + x2 dx

解 利用 d
[(
a2 + x2

) 3
2

]
= 3x

(
a2 + x2

) 1
2 dx，由分部积分法

ˆ
x2
√
a2 + x2 dx =

1

3

ˆ
x d

[(
a2 + x2

) 3
2

]
=

1

3
x
(
a2 + x2

) 3
2 − 1

3

ˆ (
a2 + x2

) 3
2 dx

=
1

3
x
(
a2 + x2

) 3
2 − 1

3

ˆ
x2
(
a2 + x2

) 1
2 dx− a2

3

ˆ √
a2 + x2 dx,

将右边第二项移到左边，对第三项利用公式即得ˆ
x2
√
a2 + x2 dx =

1

4
x
(
x2 + a2

) 3
2 − a2

8
x
(
x2 + a2

) 1
2 − a4

8
ln
∣∣∣x+

√
x2 + a2

∣∣∣+ C



例题 1.4 （1886/部分分式分解）求 ˆ
dx

x6 + 1

解 将分母因式分解得

x6 + 1 =
(
x2 + 1

) (
x4 − x2 + 1

)
=
(
x2 + 1

) [(
x2 + 1

)2 − 3x2
]

=
(
x2 + 1

) (
x2 −

√
3x+ 1

)(
x2 +

√
3x+ 1

)
于是被积函数有部分分式展开如下：

1

x6 + 1
=
ax+ b

x2 + 1
+

Ax+B

x2 −
√
3x+ 1

+
Cx+D

x2 +
√
3x+ 1

两边乘 x2 + 1，然后令 x→ i 得 1
3 = ai + b ，于是同时得到 a = 0, b = 1

3，然后有差

1

x6 + 1
− 1

3 (x2 + 1)
=

−x2 + 2

3 (x4 − x2 + 1)

接着计算展开式
−x2 + 2

3 (x4 − x2 + 1)
=

Ax+B

x2 −
√
3x+ 1

+
Cx+D

x2 +
√
3x+ 1

利用 x 换 −x 时左边不变，而右边分母对换，有 A = −C，B = D。又令 x = 0 代入，得 B + D =
2

3
，则

B = D =
1

3
。再令 x = i 代入，并利用 B = D 得

1

3
=
Ai +B

−
√
3i

+
Ci +D√

3i
=

1√
3
(C −A)

即可解出 A = −
√
3

6
= −C

最后求积如下：ˆ
dx

x6 + 1
=

ˆ
dx

3 (x2 + 1)
+

ˆ −
√
3
6 x+ 1

3

x2 −
√
3x+ 1

dx+

ˆ √
3
6 x+ 1

3

x2 +
√
3x+ 1

dx

=
1

3
arctanx+

1

4
√
3
ln

∣∣∣∣∣x2 +
√
3x+ 1

x2 −
√
3x+ 1

∣∣∣∣∣+ 1

6
arctan(2x−

√
3) +

1

6
arctan(2x+

√
3) + C

性质 基本积分公式： ˆ
dx

x2 + a2
=

1

a
arctan

x

a
+ C

ˆ
dx

x2 − a2
=

1

2a

ˆ (
1

x− a
− 1

x+ a

)
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C;

ˆ
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C

ˆ
dx√
x2 + α

= ln
∣∣∣x+

√
x2 + α

∣∣∣+ C(α ≶ 0)

命题 1.1 (Euler 代换)

♠

只考虑被积函数为有理函数（乘）除以二次无理式 y =
√
ax2 + bx+ c 的积分问题。对于含有二次无理式

的一般积分问题，即被积函数为 R
(
x,

√
ax2 + bx+ c

)
的不定积分，其中 R(u, v) 是二元有理函数，则上

述被积函数的不定积分一定是初等函数

注 欧拉代换有以下三种:
(1) 若 a > 0, 则可用 √

ax2 + bx+ c = ±
√
ax+ t

2



(2) 若 c > 0, 则可用 √
ax2 + bx+ c = xt±

√
c

(3) 对于根号内为可约的二次三项式, 则可用√
a (x− x1) (x− x2) = t (x− x1)

性质 基本积分公式： ˆ √
a2 − x2 dx =

1

2
x
√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C(a > 0)

ˆ √
x2 + αdx =

1

2
x
√
x2 + α+

α

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 + α

∣∣∣+ C(α ̸= 0)

定理 1.1 (Chebyshev 定理)

♡

（Chebyshev 定理a）设 m,n, p 都是有理数，则二项式微分的不定积分ˆ
xm (a+ bxn)

p
dx

为初等函数的充要条件为有理数 m,n, p 满足以下三个条件之一:
(1) p 为整数
(2) m+ 1

n
为整数

(3) m+ 1

n
+ p 为整数

a切比雪夫 (ПaфHутий Лbвович Чебышев,1821.5.26-1894.12.8) 俄罗斯数学家、力学家。一生发表了 70 多篇科学论文，内容涉及
数论、概率论、函数逼近论、积分学等方面。他证明了贝尔特兰公式，自然数列中素数分布的定理，大数定律的一般公式以及中心
极限定理。

证明 证明：（仅充分性）仅证明三个条件对可积性的充分条件
（1）：p 为整数，这时可设有理数 m,n 为具有公分母 N 的分数 m =

m1

N
,n =

n1
N
，其中 m1, n1, N 都是整

数，且 N > 0。于是只要令 x = tN，就有 dx = NtN−1 dt, xm = tm1 , xn = tn1，满足有理化。
（2）：m+ 1

n
为整数，先令 xn = u，则有

x = u
1
n , dx =

1

n
u

1
n−1 du

ˆ
xm (a+ bxn)

p
dx =

1

n

ˆ
u

m
n (a+ bu)pu

1
n−1 du =

1

n

ˆ
u

m+1
n (a+ bu)pu−1 du

若设 p =
M

N
,M,N 为整数，且 N > 0，则再令 a+ bu = tN 就可实现有理化。

（3）：m+1
n + p 为整数，与情况（2）一样，先令 xn = u，则积分变换为ˆ

xm (a+ bxn)
p
dx =

1

n

ˆ
u

m
n (a+ bu)pu

1
n−1 du =

1

n

ˆ
u

m+1
n +p

(
a+ bu

u

)p

u−1 du

若设 p =
M

N
,M,N 为整数，且 N > 0，则再令

a+ bu

u
= tN 就可实现有理化。

注 需要注意三种可积情况的条件，除此之外的二项式微分都不可积
注 合并以上陈述可知，情况（1）有理化代换为 x = tN

情况（2）有理化代换为 a+ bxn = tN ，其中 N > 0 是有理分数 p 的分母
情况（3）有理化代换为

a+ bxn

xn
=

a

xn
+ b = tN

其中 N(> 0) 是有理分数 p 的分母

3



命题 1.2 (三角函数万能代换)

♠

由于三角函数 sinx, cosx, tanx, cotx, secx, cscx 的有理式可写成为 R(cosx, sinx), 其中 R(u, v) 是二元
有理函数，因此只考虑

´
R(cosx, sinx)dx 求积。利用所谓的万能代换 t = tan x

2 ,−π < x < π，则能够同
时将 sinx, cosx 实现有理化

证明 设 t = tan x
2 ,−π < x < π，则有

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
= 2 tan

x

2
cos2

x

2
=

2t

1 + t2

cosx = cos2
x

2
− sin2

x

2
=

1− tan2 x
2

sec2 x
2

=
1− t2

1 + t2

dx = d(2 arctan t) =
2

1 + t2
dt

则可以将有理三角函数的积分归结为有理函数的不定积分：

I =

ˆ
R(cosx, sinx)dx =

ˆ
R

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
· 2

1 + t2
dt

注 万能代换缺点是可能引入繁复的计算，在几种特殊情况中，往往用下列有理化代换
（1）若 R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx)，则可用代换 t = cosx，其特例为 R(cosx) sinx

（2）若 R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx)，则可用代换 t = sinx，其特例为 R(sinx) cosx

（3）若 R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx)，则可用代换 t = tanx，其特例为 R(tanx)

若被积表达式为 P
(
cos2 x, cosx sinx, sin2 x

)
dx，其中 P (u, v, w)是 u, v, w的有理函数，由 t = tanx可计算

得到 cos2 x = 1
1+t2 , cosx sinx = t

1+t2 , sin
2 x = t2

1+t2 , dx = dt
1+t2 因此已经将积分

´
P
(
cos2 x, cosx sinx, sin2 x

)
dx

实现了有理化
性质 若 P (x) 为 n 次多项式，则ˆ

P (x)eax dx = eax
[
P (x)

a
− P ′(x)

a2
+ · · ·+ (−1)n

P (n)(x)

an+1

]
+ C

若 P (x) 为 n 次多项式，则ˆ
P (x) cos ax dx =

sin ax

a

[
P (x)− P ′′(x)

a2
+
P (4)(x)

a4
− · · ·

]
+

cos ax

a2

[
P ′(x)− P ′′′(x)

a2
+
P (5)(x)

a4
− · · ·

]
+ C

ˆ
P (x) sin ax dx =− cos ax

a

[
P (x)− P ′′(x)

a2
+
P (4)(x)

a4
− · · ·

]
+

sin ax

a2

[
P ′(x)− P ′′′(x)

a2
+
P (5)(x)

a4
− · · ·

]
+ C

4



第 2 章 常义参变积分

定义 2.1 (依赖于参数 y 的常义参变积分)

♣

设函数 f 在矩形区域 Π = [a ⩽ x ⩽ b]× [c ⩽ y ⩽ d] 上给定。若 ∀y ∈ [c; d] 存在沿 x 的积分
´ b
a
f(x, y)dx，

即在 [c; d] 上给定了函数

J(y) =

ˆ b

a

f(x, y)dx

则称该积分为依赖于参数 y 的常义参变积分 (собственный интеграл,зависящим от параметра y)

定理 2.1 (常义参变积分连续性)

♡
设 I1 = [a; b], I2 = [c; d]，若函数 f 在矩形区域 Π = I1 × I2 上连续，则参变积分在 [c; d] 上连续

证明 显然有 f ∈ C(Π) ⇒ f ∈ C[c; d]，则有

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀x ∈ I1)(∀y1, y2 ∈ I2)

[
|y1 − y2| < δ ⇒ |f (x, y1)− f (x, y2)| <

ε

2(b− a)

]
令 (∀y1, y2 ∈ I2) : |y1 − y2| < δ，则有

|J (y1)− J (y2)| =

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

(f (x, y1)− f (x, y2)) dx

∣∣∣∣∣ ⩽
ˆ b

a

|f (x, y1)− f (x, y2)| dx ⩽ ε

2
< ε

即得 J(y) 在 [c; d] 上连续（一致连续）
注 实际上由 Cantor 定理，结论可强化为一致连续
注 由定理可知，函数 J(y) 在区间 [c, d] 上连续，则有等式

lim
y→y0

J(y) = J

(
lim
y→y0

y

)
= J (y0)

其中 y0 ∈ [c, d]

例题 2.1 （3712/常义参变积分连续性）研究函数

F (y) =

ˆ 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx

的连续性，其中 f(x) 为闭区间 [0; 1] 上的正连续函数
解 利用常义参变积分连续性定理 (2.1) 即得 F (y) 在 y ̸= 0 时连续，因此仅需讨论在点 y = 0 处的情况，这时
有 F (0) = 0，下面讨论 y → +0 时的情况

由 f(x) 在 [0; 1] 上为正连续函数，因此存在最小值 m > 0，于是当 y > 0 时有估计：

F (y) =

ˆ 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx ⩾ m

ˆ 1

0

y dx

x2 + y2
= m arctan

x

y

∣∣∣∣x=1

x=0

= m arctan
1

y

令 y → +0 有 lim
y→+0

F (y) ⩾ mπ

2
> 0，由 F (0) = 0 得 F (y) 于点 y = 0 处不连续

注 实际上，f(x) 为正的条件是多余的。题设中 f(x) 在 [0; 1] 上正连续的条件可以减弱为在 [0; 1] 上连续且存在
极限 f(+0)。在此条件下可以通过估计 |F (y)− F (y0)| 来证明函数 F (y) 于 y ̸= 0 时均连续，余下的主要问题
仍为讨论 F 在点 y = 0 处的性态

下面计算 F (+0)。任意取定 δ ∈ (0, 1)，将定义 F (y) 的积分分拆如下：

F (y) =

ˆ 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx =

ˆ δ

0

yf(x)

x2 + y2
dx+

ˆ 1

δ

yf(x)

x2 + y2
dx

这时右边的第一个积分的极限可用积分第一中值定理计算如下：ˆ δ

0

yf(x)

x2 + y2
dx = f(ξ)

ˆ δ

0

y

x2 + y2
dx = f(ξ) arctan

x

y

∣∣∣∣x=δ

x=0

= f(ξ) arctan
δ

y
−−−−→
y→+0

f(+0)
π

2



而第二个积分的极限可利用函数 f(x) 在 [0; 1] 上有界而计算如下：∣∣∣∣ˆ 1

δ

yf(x)

x2 + y2
dx

∣∣∣∣ ⩽ sup
0⩽x⩽1

|f(x)| · y

δ2 + y2
−−−−→
y→+0

0

综上即得 F (+0) = f(+0)
π

2
。由 F (y) 为奇函数，因此又有 F (−0) = −f(+0)

π

2
，则 F (y) 于该点有第一类不连

续点
例题 2.2 （3713/连续化应用常义参变积分连续性）求

lim
n→∞

ˆ 1

0

dx

1 +
(
1 +

x

n

)n
解 将参数 n 的倒数

1

n
连续化，仅需计算参变量 y 的积分

F (y) =

ˆ 1

0

dx

1 + (1 + xy)
1
y

(0 < y ⩽ 1)

当 y → +0 时的极限。由被积函数当 y → +0 时的极限为
1

1 + ex
，则被积函数在延拓至 y = 0 后即为在

0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1 上的连续函数，则由定理 (2.1) 得积分 F (y) 于 y = 0 处右侧连续，则有

lim
y→+0

F (y) =

ˆ 1

0

dx

1 + ex
=

ˆ 1

0

d (ex)

ex (1 + ex)
=

ˆ e

1

dt

t(1 + t)
= [ln t− ln(1 + t)]|e1 = ln

2e

1 + e

注 由此可见，用级数计算定积分的问题，可以看成为以 n 为离散参数的含参变量积分的极限问题
例题 2.3 （3714/积分形式 Newton-Leibniz 公式）设函数 f(x) 在闭区间 [A;B] 上连续. 证明

lim
h→0

1

h

ˆ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt = f(x)− f(a)(A < a < x < B)

解 由函数连续则存在原函数 F (x) 满足 F ′(x) = f(x)，由 Newton-Leibniz 公式即得

lim
h→0

1

h

ˆ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt = lim
h→0

1

h
[F (t+ h)− F (t)]|xa

= lim
h→0

1

h
[F (x+ h)− F (x)− F (a+ h) + F (a)]

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
− lim

h→0

F (a+ h)− F (a)

h
= f(x)− f(a)

注 若 f 连续可微，则应用极限与积分交换顺序的定理即有

lim
h→0

ˆ x

a

f(t+ h)− f(t)

h
dt =

ˆ x

a

[
lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h

]
dt =

ˆ x

a

f ′(t)dt = f(x)− f(a)

而本题表明只需 f 连续已可得到相同结论

定理 2.2 (常义参变积分可积性)

♡

若 f = f(x, y) 在矩形区域 Π = [a ⩽ x ⩽ b]× [c ⩽ y ⩽ d] 上连续，则参变积分 J(y) 在 [c; d] 上可积且有
ˆ d

c

J(y)dy :=

ˆ d

c

(ˆ b

a

f(x, y)dx

)
dy =

ˆ b

a

(ˆ d

c

f(x, y)dy

)
dx (2.1)

注 该定理为在 Lebesgue 可积分的意义下，Fubini 定理的强化。Fubini 定理只要求函数 fLebesgue 可积而非连
续
证明 由 J(y) 在 [c, d] 上连续性得 [c, d] 上可积性。则公式可以写为二重积分的形式

ˆ d

c

(ˆ b

a

f(x, y)dx

)
dy =

¨
Π

f(x, y)dxdy =

ˆ b

a

(ˆ d

c

f(x, y)dy

)
dx

注 同理可得 ∀y0 : c < y0 ⩽ d 都满足 J(y) 沿 [c, y0] 可积且满足公式ˆ y0

c

J(y)dy =

ˆ y0

c

(ˆ b

a

f(x, y)dx

)
dy =

ˆ b

a

(ˆ y0

c

f(x, y)dy

)
dx
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定理 2.3 (常义参变积分可微性/Leibniz 法则)

♡

若函数 f = f(x, y) 在矩形区域 Π = [a ⩽ x ⩽ b]× [c ⩽ y ⩽ d] 上连续，且偏导数
∂f

∂y
(x, y) = fy(x, y) 在

矩形区域 Π 上连续，则 J(y) =
´ b
a
f(x, y)dx 在 [c, d] 上可微且满足公式：

J ′(y) =

ˆ b

a

fy(x, y)dx

证明 假设

K(y) =

ˆ b

a

∂f

∂y
(x, y)dx =

ˆ b

a

fy(x, y)dx

则有
∂f

∂y
∈ C(Π) ⇒ K(y) ∈ C[c; d]常义参变积分连续性定理

根据常义参变积分的可积性定理 (2.2)，该函数在 [c, d] 上可积，由此沿任意子闭区间 [c, y], c < y ⩽ d 也可
积。固定 y ∈ (c, d] 并利用公式 (2.1) 则有：

ˆ y

c

K(t)dt =

ˆ y

c

(ˆ b

a

ft(x, t)dx

)
dt =

ˆ b

a

(ˆ y

c

ft(x, t)dt

)
dx

这里后一个等式由正常参变积分的可积性定理 (2.2) 给出。又由 Newton-Leibniz 公式有：ˆ b

a

(ˆ y

c

ft(x, t)dt

)
dx =

ˆ b

a

(f(x, y)− f(x, c))dx = J(y)− J(c)

对 y 求导 ˆ y

c

K(t)dt = J(y)− J(c)

由可变上限的积分的可微性定理则有
K(y) = J ′(y)

则定理得证
例题 2.4 （3726/Bessel 方程/常义参变积分 Leibniz 法则）证明阶数 n ∈ N 的 Bessel 函数

Jn(x) =
1

π

ˆ π

0

cos(nφ− x sinφ)dφ

满足 Bessel 方程
x2J ′′

n(x) + xJ ′
n(x) +

(
x2 − n2

)
Jn(x) = 0

解 由 Leibniz 法则有

J ′
n(x) =

1

π

ˆ π

0

sin(nφ− x sinφ) sinφdφ, J ′′
n(x) = − 1

π

ˆ π

0

cos(nφ− x sinφ) sin2 φdφ

注意到 J ′′
n(x)与 Jn(x)的被积函数都有因子 cos(nφ−x sinφ)，而 J ′

n(x)的被积函数有因子 sin(nφ−x sinφ)，
因此利用分部积分法计算 x2J ′′

n +
(
x2 − n2

)
Jn。显然有

−x2 sin2 φ+
(
x2 − n2

)
= x2 cos2 φ− n2 = (x cosφ+ n)(x cosφ− n)

和
d

dφ
(nφ− x sinφ) = n− x cosφ

则可计算得

x2J ′′
n(x) +

(
x2 − n2

)
Jn(x) = − 1

π

ˆ π

0

(x cosφ+ n)d[sin(nφ− x sinφ)]

= − 1

π
[sin(nφ− x sinφ)(x cosφ+ n)]

∣∣∣∣π
0

+
1

π

ˆ π

0

sin(nφ− x sinφ)(−x sinφ)dφ = −xJ ′
n(x)
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移项即得所求证的微分方程
例题 2.5 （3737）设 a > 0, b > 0，计算积分 ˆ 1

0

xb − xa

lnx
dx

解 方法一：定理 (2.2) 积分号下积分
将被积函数记为 f(x)，函数在 x = 0, 1处无定义，但有 f(+0) = 0及用 L’Hospital法则得 f(1−0) = b−a，

因此可将 f(x) 延拓为 [0, 1] 上的连续函数，则积分为常义参变积分。不妨设 0 < a < b，则可将被积函数记为

xb − xa

lnx
=

ˆ b

a

xy dy

则由定理 (2.2)，积分号下积分如下ˆ 1

0

xb − xa

lnx
dx =

ˆ 1

0

dx

ˆ b

a

xy dy =

ˆ b

a

dy

ˆ 1

0

xy dx =

ˆ b

a

dy

y + 1
= ln

b+ 1

a+ 1

由对称性，显然对 0 < a < b 之外的其他情况也成立
解 方法二：定理 (2.3) 积分号下求导
将 b 看为参变量，a 固定，积分记为 I(b)，则由 Leibniz 法则有

I ′(b) =

ˆ 1

0

xb dx =
1

b+ 1

利用 I(a) = 0 即得

I(b) =

ˆ 1

0

xb − xa

lnx
dx =

ˆ b

a

dt

t+ 1
= ln

b+ 1

a+ 1

解 方法三：定理 (3.1)Frullani 积分
代换 t = lnx 即可化为后文的 Frullani 积分 (3.1)

命题 2.1

♠

设 I1 = [a; b], I2 = [c; d]，若函数 f 在矩形区域 Π = I1 × I2 上连续，则累次积分

H =

ˆ b

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy 和 G =

ˆ d

c

dy

ˆ b

a

f(x, y)dx

皆存在且彼此相等

证明 考虑辅助函数

g(t, y) =

ˆ t

a

f(x, y)dx, t ∈ [a; b], y ∈ [c; d]

欲证此函数在 Π 上连续。实际上，

|∆g| =|g(t+∆t, y +∆y)− g(t, y)| =

∣∣∣∣∣
ˆ t+∆t

a

f(x, y +∆y)dx−
ˆ t

a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣ˆ t

a

(f(x, y +∆y)− f(x, y))dx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
ˆ t+∆t

t

f(x, y +∆y)dx

∣∣∣∣∣
⩽(b− a)max

x∈I1
|∆yf(x, y)|+ c|∆t|

其中 c = max
(x,y)∈Π

|f(x, y)|

由于函数 f(x, y) 连续，当 ∆y → 0 时 max
x∈I1

∆yf(x, y) → 0。因此当 (∆y,∆t) → (0, 0) 时 ∆g → 0，则有

g(x, t) 在 Π 上连续。另外有 gt(t, y) = f(x, y)。则由定理 (2.3)，对于函数

G(t) =

ˆ d

c

g(t, y)dy =

ˆ d

c

dy

ˆ t

a

f(x, y)dx

有

G′(t) =

ˆ d

c

gt(t, y)dy =

ˆ d

c

f(t, y)dy = h(t)
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另一方面，函数 h(t) =
´ d
c
f(t, y)dy 也连续，则由 Newton-Leibniz 公式有

h(t) =
d

dt

ˆ t

a

h(x)dx = H ′(t)

其中

H(t) =

ˆ t

a

h(x)dx =

ˆ t

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy

因此 h(t) = H ′(t) = G′(t)，此外显然有 G(0) = H(0) = 0。则有 ∀t ∈ I1 : G(t) = H(t)

定义 2.2 (变限常义参变积分)

♣

设在矩形区域 Π = [a ⩽ x ⩽ b] × [c ⩽ y ⩽ d] 上给定函数 f = f(x, y) 与二曲线 x = α(y), x = β(y)，若
(∀y ∈ [c; d])(∃J(y)) 满足

J(y) =

ˆ β(y)

α(y)

f(x, y)dx (2.2)

则称该积分为变限常义参变积分。这时矩形区域变为区域 D = [α(y) ⩽ x ⩽ β(y)]× [c ⩽ y ⩽ d]

图 2.1: 变限含参变量常义积分

定理 2.4 (变限常义参变积分连续性)

♡

设矩形区域 Π = [a ⩽ x ⩽ b]× [c ⩽ y ⩽ d]，若函数 f ∈ C(Π) 且有函数 α, β ∈ C[c; d]，则有

J(y) =

ˆ β(y)

α(y)

f(x, y)dx ∈ C[c; d]

证明 固定任意 y0 ∈ [c; d] 并观察函数

J1(y) =

ˆ β(y0)

α(y0)

f(x, y)dx, J2(y) =

ˆ β(y)

β(y0)

f(x, y)dx, J3(y) =

ˆ α(y)

α(y0)

f(x, y)dx (2.3)

则显然有

J(y) =

ˆ β(y)

α(y)

f(x, y)dx = J1(y) + J2(y)− J3(y)

仅需证明
∃ lim

y→y0

J1(y) = J1 (y0) = J (y0) , ∃ lim
y→y0

J2(y) = 0 = lim
y→y0

J3(y)

由积分 J1(y) 有常数积分限，则第一个等式由定理 (2.1) 即得，下证后面的等式
将中值定理 (теорема о среднем значении) 应用于积分 J2(y) 得

J2(y) = f (x∗, y)

ˆ β(y)

β(y0)

dx = f (x∗, y) (β(y)− β (y0))
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其中 x∗ 位于 β(y) 与 β (y0) 之间
由 β(y) 连续性有 (β(y)− β (y0)) −→

y→y0

0，又 f (x∗, y) −→
y→y0

f (β (y0) , y0)，则定理得证

定理 2.5 (变限常义参变积分可微性/Euler 公式 (формула Эйлера))

♡

设矩形区域 Π = [a ⩽ x ⩽ b] × [c ⩽ y ⩽ d]，f(x, y),
∂f

∂y
(x, y) = fy(x, y) ∈ C(Π)，而函数 α(y), β(y) 在

[c; d] 上可微，则函数 J(y) =
´ β(y)
α(y)

f(x, y)dx 在 [c, d] 上可微，并且其导数满足 Euler 公式

J ′(y) =

ˆ β(y)

α(y)

fy(x, y)dx+ β′(y)f(β(y), y)− α′(y)f(α(y), y)

证明 固定任意 y0 ∈ [c; d]，由定理 (2.4) 中式 (2.3) 的 J1, J2, J3，记

J(y) =

ˆ β(y0)

α(y0)

f(x, y)dx+

ˆ β(y)

β(y0)

f(x, y)dx−
ˆ α(y)

α(y0)

f(x, y)dx

其中

J1(y) =

ˆ β(y0)

α(y0)

f(x, y)dx, J2(y) =

ˆ β(y)

β(y0)

f(x, y)dx, J3(y) =

ˆ α(y)

α(y0)

f(x, y)dx

注意到 J1(y) 的积分限与 y 无关，因此（考虑到 f 与 f ′y 的连续性条件）则由可微性定理 (2.3) 得 J ′
1(y) 在 y0

的导数值

J ′
1 (y0) =

ˆ β(y0)

α(y0)

fy (x, y0) dx

由导数定义，对于任意 J ′
2(y) 在 y0 有

J ′
2 (y0) = lim

y→y0

J2(y)− J2 (y0)

y − y0
= lim

y→y0

J2(y)

y − y0

考虑 J2(y)，由中值定理 (теорема о среднем) 得

J2(y) = f (x∗, y)

ˆ β(y)

β(y0)

dx = f (x∗, y) (β(y)− β (y0))

其中 x∗ 位于 β(y) 与 β (y0) 之间
这时有

lim
y→y0

f (x∗, y) (β(y)− β (y0))

y − y0
= f (β (y0) , y0) · β′ (y0)

同理可证
J ′
3 (y0) = α′ (y0) f (α (y0) , y0)

由 y 的任意性即得 Euler 公式
例题 2.6 （3719/Euler 公式）设

F (x) =

ˆ b

a

f(y)|x− y|dy

其中 a < b，f(x) 为可微函数，求 F ′′(x)

解 当 x ⩽ a 时有

F (x) =

ˆ b

a

f(y)(y − x)dy

则由 Leibniz 法则有

F ′(x) = −
ˆ b

a

f(y)dy

同理当 x ⩾ b 时有

F (x) =

ˆ b

a

f(y)(x− y)dy
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则由 Leibniz 法则有

F ′(x) =

ˆ b

a

f(y)dy = x

ˆ x

a

f(y)dy −
ˆ x

a

f(y)y dy +

ˆ b

x

f(y)y dy − x

ˆ b

x

f(y)dy

当 a < x < b 时有

F (x) =

ˆ x

a

f(y)(x− y)dy +

ˆ b

x

f(y)(y − x)dy

由 Euler 公式则有

F ′(x) =

ˆ x

a

f(y)dy −
ˆ b

x

f(y)dy

综上有

F ′(x) =


−
´ b
a
f(y)dy, x ⩽ a,´ x

a
f(y)dy −

´ b
x
f(y)dy, a < x < b´ b

a
f(y)dy, x ⩾ b

在此基础上计算二阶导数：当 x ⩽ a时 F ′′(x) = 0，当 a < x < b时 F ′′(x) = 2f(x)，当 x ⩾ b时 F ′′(x) = 0。
注 该题目表明，对于被积函数含绝对值的情况，需分类讨论
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第 3 章 第一类反常参变积分

定义 3.1 (第一类反常参变积分)

♣

设函数 f 在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞)× [c ⩽ y ⩽ d] 上给定且对 ∀y ∈ [c, d] 存在关于 x 的第一类反常积分

J(y) =

ˆ +∞

a

f(x, y)dx

都收敛，称其为依赖于参数 y 的第一类反常参变积分

定理 3.1 (Frullani 积分/Frullani 第一公式)

♡

（3789/Frullani 积分a/Frullani 第一公式）若 f(x) 在 [0;+∞) 上连续且

(∀A > 0) :

(
∃
ˆ +∞

A

f(x)

x
dx

)
则成立下列公式 ˆ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) · ln b

a
(a > 0, b > 0)

a意大利数学家 Giuliano Frullani 在 1821 年发表该积分

证明 取 δ > 0，则以下运算中的积分均存在ˆ +∞

δ

f(ax)− f(bx)

x
dx =

ˆ +∞

δ

f(ax)

x
dx−

ˆ +∞

δ

f(bx)

x
dx

=

ˆ +∞

aδ

f(t)

t
dt−

ˆ +∞

bδ

f(t)

t
dt

=

ˆ bδ

aδ

f(t)

t
dt = f(ξ)

ˆ bδ

aδ

1

t
dt = f(ξ) ln

b

a

其中 ξ 在 aδ 和 bδ 之间。令 δ → +0，由 f(x) 于点 x = 0 处右连续，即得所求公式

定理 3.2 (Frullani 第二公式/Вторая формула Фруллани)

♡

若 f(x) ∈ C[0,+∞) 且 ∃ lim
x→+∞

f(x) < +∞，则有
ˆ ∞

0

f(αx)− f(βx)

x
dx = (f(0)− f(+∞)) ln

(
β

α

)
(α > 0, β > 0)

证明 见附录8.1

定理 3.3 (Frullani 第三公式/Третья формула Фруллани)

♡

若 f(x) ∈ C(0,+∞) 且 (∀A > 0)(∃
Â

0

f(x)

x
dx)

 ∧
[
∃ lim

x→+∞
f(x) < +∞

]
则成立 ˆ ∞

0

f(αx)− f(βx)

x
dx = f(+∞) ln

(
α

β

)
(α > 0, β > 0)

例题 3.1 （3776,3803,4175/Euler-Poisson 积分）计算积分ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
e−(x

2+y2)dx dy



得到 Euler-Poisson 积分 ˆ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π (3.1)

解 极坐标代换得ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
e−(x

2+y2)dx dy =

ˆ 2π

0

dφ

ˆ +∞

0

re−r2 dr = 2π

(
−1

2
e−r2

)∣∣∣∣+∞

0

= π

则该反常二重积分可变换为：ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
e−(x

2+y2)dx dy =

ˆ +∞

−∞
e−x2

dx

ˆ +∞

−∞
e−y2

dy =

(ˆ +∞

−∞
e−x2

dx

)2

则有 ˆ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

这即为 Euler-Poisson 积分
注 Euler-Poisson 积分也经常记为 ˆ +∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

例题 3.2 （3807/Euler-Poisson 积分）利用 Euler-Poisson 积分求积分ˆ +∞

0

e
−
(
x2+ a2

x2

)
dx(a > 0)

解 作代换 x =
a

t
则有
ˆ +∞

0

e
−
(
x2+ a2

x2

)
dx =

ˆ +∞

0

e
−
(
t2+ a2

t2

)
· a
t2

dt =
1

2

ˆ +∞

0

e
−
(
x2+ a2

x2

) (
1 +

a

x2

)
dx

将最后一个积分中的指数函数改写为

e
−
(
x2+ a2

x2

)
= e−2a · e−(x−

a
x )

2

然后对该积分作变量代换 u = x− a

x
，du =

(
1 +

a

x2

)
dx，则利用 Euler-Poisson 积分 (3.1) 有

ˆ +∞

0

e
−
(
x2+ a2

x2

)
dx =

e−2a

2

ˆ +∞

−∞
e−u2

du =
e−2a

2
·
√
π

注 针对反常参变积分，需要引入更强的约束，由此使用一致收敛相关的概念
注 由

J(y) =

ˆ +∞

a

f(x, y)dx

在区间 (y1, y2) 上一致收敛，可以得到函数 f(x, y) 的连续性和一致收敛性

定义 3.2 (第一类反常参变积分一致收敛性)

♣

设函数 f 在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞)× [c ⩽ y ⩽ d] 上给定，且存在依赖于参数 y 的第一类反常参变积分

J(y) =

ˆ +∞

a

f(x, y)dx

若

(∀ε > 0)(∃A(ε) > a)(∀R ⩾ A(ε))(∀y ∈ [c, d]) :

∣∣∣∣ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

则称该依赖于参数 y 的第一类反常参变积分沿 [c; d] 一致收敛 (равномерно сходящимся по параметру
у на [c; d])（或简称在 [c; d] 上一致收敛），记为ˆ +∞

a

f(x, y)dx
[c,d]

⇒

注 这里的 y ∈ [c; d] 完全可以替换成 y ∈ Y
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注 代替沿区间 [a; +∞) 的反常积分，当然可以考虑沿区间 (−∞; b] 或沿全实直线 R = (−∞,+∞) 的积分，全
部这些情形都可归结为这里所考虑的情形。例如ˆ +∞

−∞
f(x, y)dx =

ˆ +∞

0

f(x, y)dx+

ˆ +∞

0

f(−x, y)dx

且此积分的收敛理解为两被加项皆收敛的问题，类似的问题在函数级数讨论，下面不再讨论

定理 3.4 (第一类反常参变积分一致收敛 Cauchy 准则)

♡

设函数 f 在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞) × [c ⩽ y ⩽ d] 上给定且存在依赖于 y 的第一类反常参变积分´ +∞
a

f(x, y)dx，则该依赖于 y 的第一类反常参变积分沿 [c; d] 一致收敛的充要条件为满足 Cauchy 条件：

(∀ε > 0)(∃A(ε) > a)(∀R′, R′′ ⩾ A(ε))(∀y ∈ [c; d]) :

∣∣∣∣∣
ˆ R′′

R′
f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε (3.2)

证明
必要性：设依赖于 y 的第一类反常参变积分沿 [c; d] 一致收敛，则由定义有

(∃A(ε) > a)(∀R ⩾ A(ε))(∀y ∈ [c, d]) :

∣∣∣∣ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

特别地，若 R′, R′′ 为大于 A(ε) 的任意数，可有∣∣∣∣ˆ +∞

R′
f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

2
,

∣∣∣∣ˆ +∞

R′′
f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

2

进而由积分的可加性 (свойство аддитивности) 有∣∣∣∣∣
ˆ R′′

R′
f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ˆ +∞

R′
f(x, y)dx−

ˆ +∞

R′′
f(x, y)dx

∣∣∣∣ ⩽
⩽
∣∣∣∣ˆ +∞

R′
f(x, y)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ˆ +∞

R′′
f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε

充分性：设满足 Cauchy条件，根据一致收敛的 Cauchy准则则有积分对 ∀y ∈ [c; d]收敛。固定任意 R′ = R ⩾
A(ε) 与 ∀y ∈ [c; d]。考虑在 (3.2) 中 R′′ 趋近于 +∞ 。则由关于不等式极限过程的定理 (теорема о предельном
переходе в неравенстве) 有

(∀ε > 0)(∃A(ε) > a)(∀R ⩾ A(ε))(∀y ∈ [c; d]) :

∣∣∣∣ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣ ⩽ ε < 2ε

定理 3.5 (第一类反常参变积分一致收敛 Weierstrass 强函数判别法)

♡

设函数 f 在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞) × [c ⩽ y ⩽ d] 上给定，且对 ∀y ∈ [c; d] 关于 x 沿 [a;R] 可积，其中
∀R ⩾ a。设函数 g(x) 同样在 [a;R] 上可积，并且对应的反常积分

´ +∞
a

g(x)dx 收敛。另设在 Π∞ 处处满
足不等式 0 ⩽ |f(x, y)| ⩽ g(x)，则依赖 y 的第一类反常参变积分沿 [c; d] 一致收敛（且绝对收敛）

证明 固定 ∀ε > 0，则由第一类反常积分
´ +∞
a

g(x)dx 收敛性有

(∃A(ε) ⩾ a)(∀R′, R′′ ⩾ A(ε)) :

∣∣∣∣∣
ˆ R′′

R′
f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ ⩽
ˆ R′′

R′
|f(x, y)| dx ⩽

∣∣∣∣∣
ˆ R′′

R′
g(x)dx

∣∣∣∣∣ =
ˆ R′′

R′
g(x)dx < ε

则第一类反常参变积分由一致收敛的 Cauchy 准则即得关于 y 在 [c; d] 上一致收敛

推论 3.1

♡

设函数 φ(x, y)在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞)× [c ⩽ y ⩽ d]上一致有界，对于 ∀y ∈ [c, d]有关于 x在 [a;R]上可
积，其中 ∀R > a。另设函数 ψ(x)满足

´ +∞
a

|ψ(x)|dx收敛，则有第一类反常参变积分
´ +∞
a

φ(x, y)ψ(x)dx

关于 y 在 [c; d] 上一致收敛
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证明 由 φ 在 Π∞ 上一致有界，则有

(∃M > 0)(∀(x, y) ∈ Π∞) : |φ(x, y)| ⩽M

即有 |φ(x, y)ψ(x)| ⩽M |ψ(x)|
由第一类反常积分

´ +∞
a

|ψ(x)|dx 收敛则推出
´ +∞
a

M |ψ(x)|dx 收敛，则当 f(x, y) = φ(x, y)ψ(x), g(x) =

M |ψ(x)| 时，一致收敛 Weierstrass 判别法的条件满足
例题 3.3 （3788/Weierstrass 强函数判别法）由等式

e−ax − e−bx

x
=

ˆ b

a

e−xydy

计算积分 ˆ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx(a > 0, b > 0)

解 方法一：Weierstrass 强函数判别法
设 0 < a < b，将等式代入积分并交换积分顺序得ˆ +∞

0

dx

ˆ b

a

e−xy dy =

ˆ b

a

dy

ˆ +∞

0

e−xy dx (3.3)

又上式 (3.3) 右边的内层积分在 0 < a < y < b 时为ˆ +∞

0

e−xy dx = − 1

y
e−xy

∣∣∣∣x=+∞

x=0

=
1

y

则得 (3.3) 的积分值为 ln
b

a
下证 (3.3) 中积分换序合理性。由定理 (3.11)，只需含参变量 y 的反常参变积分

´ +∞
0

e−xy dx 在 y ∈ [a; b]

上一致收敛。由在 y ∈ [a; b] 时有 e−xy ⩽ e−ax 成立，则用 e−ax 作为强函数即由一致收敛 Weierstrass 强函数判
别法 (3.5) 得证
解 方法二：Frullani 积分

本题积分为 Frullani 积分 (3.1) 特例，直接计算即得
例题 3.4 （3753/Weierstrass 强函数判别法充分不必要性）证明第一类反常参变积分

I =

ˆ +∞

1

e
− 1

y2 (x− 1
y )

2

dx

在 (0 < y < 1) 一致收敛，但不存在其积分为收敛且与参数无关的强函数
解 反证：若存在与参数无关的强函数 φ(x)，则由

0 ⩽ e
− 1

y2 (x− 1
y )

2

⩽ φ(x) (0 < y < 1, 1 ⩽ x < +∞)

有仅需对每个 x 取参数 y = 1
x 即得 φ(x) ⩾ 1，显然恒大于等于 1 的函数在 [1,+∞) 上的积分发散，因此不存

在其积分为收敛且与参数无关的强函数
下证积分在 y ∈ (0, 1) 上一致收敛。由被积函数处处大于 0，因此仅需

(ε > 0)(∃M > 1)(∀y ∈ (0; 1)) :

ˆ +∞

M

e
− 1

y2 (x− 1
y )

2

dx < ε (3.4)

作平移代换 x− 1

y
= t 则有

ˆ +∞

M

e
− 1

y2 (x− 1
y )

2

dx =

ˆ +∞

M− 1
y

e
− t2

y2 dt.

由此对于充分小的 y ∈ (0; 1)，积分下限小于 0，这时有估计：ˆ +∞

M− 1
y

e
− t2

y2 dt = y

ˆ +∞

M− 1
y

e
− t2

y2 d

(
t

y

)
⩽ y

ˆ +∞

−∞
e−u2

du = y
√
π (3.5)

其中最后的等式利用了 Euler-Poisson 积分 (3.1)
因此当 0 < y <

ε√
π
时，无论取什么 M > 1，不等式 (3.4) 总成立。当 ε√

π
⩽ y < 1，由 (3.5)，不妨先取
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M0 > 1，使得满足 ˆ +∞

M0

e−u2

du < ε

然后只要取 M > M0 +

√
π

ε
，就有 M − 1

y
⩾M −

√
π

ε
> M0。又利用 y < 1，则有

ˆ +∞

M− 1
y

e
− t2

y2 dt = y

ˆ +∞

M− 1
y

e−u2

du <

ˆ +∞

M0

e−u2

du < ε

综上，积分在 0 < y < 1 上一致收敛
注 该题表明 Weierstrass 强函数判别法仍然只是第一类反常参变积分一致收敛的充分条件，而非必要条件

定理 3.6 (第一类反常参变积分 Dini 判别法/признак Дини)

♡

设函数 f = f(x, y) 在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞) × [c ⩽ y ⩽ d] 上连续且非负，第一类反常参变积分
J(y) =

´ +∞
a

f(x, y)dx 存在，且
´ +∞
a

f(x, y)dx 在 ∀y ∈ [c; d] 时收敛，J(y) 在 [c; d] 上连续，则第一类反
常参变积分 J(y) 在 [c; d] 上一致收敛

证明 考虑函数序列 Jn(y) =
´ a+n

a
f(x, y)dx，由函数 f 在 Π∞ 上连续，则对任意 n ∈ N在 [a ⩽ x ⩽ a+n]× [c ⩽

y ⩽ d] 上连续，则有 (∀n ∈ N) : Jn(y) ∈ C[c; d]。又 f(x, y) ⩾ 0，则对任意 y ∈ [c; d] 有 Jn(y) ⩾ 0 与 {Jn(y)} ↗
。注意对任意 y ∈ [c, d] 满足

|J(y)− Jn(y)| =
∣∣∣∣ˆ +∞

a+n

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε,

因为反常积分
´ +∞
a+n

f(x, y)dx 收敛。这时序列 {Jn(y)} 收敛向 J(y)。由函数级数一致收敛的 Dini 判别法则有

{Jn(y)}
[c,d]

⇒ J(y)，由定义即有

∀ε > 0∃N(ε) : ∀y ∈ [c; d] ⇒
ˆ +∞

a+N(ε)

f(x, y)dx |< ε

现在像 A(ε) = a+N(ε)，则有 J(y) 在 [c; d] 上一致收敛

定理 3.7 (第一类反常参变积分一致收敛 Dirichlet 判别法/признак Дирихле)

♡

设函数 f = f(x, y), g = g(x, y) 满足：

(1) 当 x→ +∞ 时，g
[c;d]

⇒ 0

(2) g 对 ∀y ∈ [c, d] 关于 x 单调
(3) (∃M > 0)(∀R > a)(∀y ∈ [c; d]) :

∣∣∣´ Ra f(x, y)dx
∣∣∣ ⩽M（函数 f 关于 x 的任意部分积分都一致有界）

则有
´ +∞
a

f(x, y)g(x, y)dx
[c,d]

⇒

证明 设 R′, R′′ > a，由 Cauchy条件对
´ R′′

R′ g(x, y)f(x, y)dx由第二积分中值定理 (вторая теорема о среднем)
有 ∣∣∣∣∣

ˆ R′′

R′
f(x, y)g(x, y)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣g (R′ + 0, y)

ˆ ξ

R′
f(x, y)dx+ g (R′′ − 0, y)

ˆ R′′

ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣
⩽M · (|g (R′ + 0, y)|+ |g (R′′ − 0, y)|)

由当 x→ +∞ 时 g
[c,d]

⇒ 0，则

(∀ε > 0)(∃A(ε))(∀y ∈ [c; d])(∀R′, R′′ > A(ε)) : (|g (R′ + 0, y)| < ε

2M
) ∧ (|g (R′′ − 0, y)| < ε

2M
)

(∀ε > 0)(∃A(ε))(∀y ∈ [c; d])(∀R′′ > R′ > A(ε)) :

∣∣∣∣∣
ˆ R′′

R′
g(x, y)f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < M
( ε

2M
+

ε

2M

)
= ε

满足一致收敛的 Cauchy 准则
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定理 3.8 (第一类反常参变积分一致收敛 Abel 判别法/признак Абеля)

♡

设函数 f = f(x, y), g = g(x, y) 满足：

(1) 当 x→ +∞ 时，关于 y 有
´∞
a
f(x, y)dx

[c;d]

⇒
(2) 函数 g 关于 x 单调有界

则
´ +∞
a

f(x, y)g(x, y)dx
[c,d]

⇒

证明 设 supx,y |g(x, y)| =M ̸= 0 （否则 M = 0 命题平凡），由积分
´∞
a
f(x, y)dx 一致收敛的 Cauchy 条件有

(∀ε > 0)(∃A(ε))(∀y ∈ [c; d])(∀R′ < ξ < R′′) : (

∣∣∣∣∣
ˆ ξ

R′
f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε

2M
) ∧ (

∣∣∣∣∣
ˆ R′′

ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε

2M
)

然后利用第二中值定理有ˆ R′′

R′
f(x, y)g(x, y)dx |=

∣∣∣∣∣g (R′ + 0, y)

ˆ ξ

R′
f(x, y)dx+ g (R′′ − 0, y)

ˆ R′′

ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣
⩽ |g (R′ + 0, y)| ·

∣∣∣∣∣
ˆ ξ

R′
f(x, y)dx

∣∣∣∣∣+ |g (R′′ − 0, y)| ·

∣∣∣∣∣
ˆ R′′

ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε

则满足 Cauchy 准则

推论 3.2 (第一类反常参变积分一致收敛 Abel-Dirichlet 判别法)

♡

设函数 f(x, y) 定义在集合 Π∞ = X × Y 上，其中 X = [a; +∞), Y = [c; d] 且 f(x, y) = α(x, y)β(x, y)，
设 β(x, y) 对于任意固定的 y ∈ Y 关于 x 单调。若满足下列任意一组条件：
(A) Abel 判别法：
1) 积分

´∞
a
α(x, y)dx 在 Y 上一致收敛

2) 函数 β(x, y) 在 Π∞ 上一致有界
(D) Dirichlet 判别法：
1) 积分

´ t
a
α(x, y)dx 在 {(t, y)|[a; t]× Y } 上一致有界，其中 t ⩾ a

2) 当 x→ ∞ 时，函数 β(x, y) 在 Y 上一致收敛到 0
则第一类反常参变积分 J(y) =

´∞
a
f(x, y)dx 在 Y 上一致收敛

注 条件的 Y 可以变为 [c; +∞]，判别法依然成立
例题 3.5 （3760/第一类反常参变积分一致收敛 Abel-Dirichlet 判别法）研究积分ˆ +∞

0

sinx

x
e−αx dx

在区间 0 ⩽ α < +∞ 上的一致收敛性
解 方法一：（Abel 判别法）

由
´ +∞
0

sinx

x
dx 收敛，而 e−αx 对于 x 单调，又从 0 ⩽ e−αx ⩽ 1 知它关于 x ∈ [0,+∞) 和 α ∈ [0,+∞) 一

致有界，则由一致收敛 Abel 判别法即得就可推出积分关于 α ∈ [0,+∞) 一致收敛
解 方法二：（Dirichlet 判别法）
由对任意的 0 ⩽ b < b′ 有 ∣∣∣∣∣

ˆ b′

b

sinx dx

∣∣∣∣∣ = |cos bx− cos b′x| ⩽ 2

而
e−αx

x
关于 x 单调，又从 0 <

e−αx

x
<

1

x
有，当 x→ +∞ 时，它关于参变量 α ∈ [0,+∞) 一致收敛于 0，因

此由一致收敛 Dirichlet 判别法有积分关于 α ∈ [0,+∞) 一致收敛
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定理 3.9 (第一类反常参变积分连续性)

♡

设函数 f = f(x, y) 在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞) × [c ⩽ y ⩽ d] 上连续，而第一类反常参变积分 J(y) =
´∞
a
f(x, y)dx

[c;d]

⇒ ，则有 J(y) ∈ C[c; d]

证明 观察函数序列 Jn(y) =
´ a+n

a
f(x, y)dx，根据常义参变积分的连续性定理 (2.1)则有 (∀n ∈ N) : Jn ∈ C[c; d]。

下证 Jn(y)
[c;d]

⇒ J(y)

由条件 J(y) =
´∞
a
f(x, y)dx

[c;d]

⇒，即

(∀ε > 0)(∃A(ε) > a)(∀y ∈ [c; d])(∀R) :
[
R ⩾ A(ε) ⇒

∣∣∣∣ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

]
另外显然有

|J(y)− Jn(y)| =
∣∣∣∣ˆ +∞

a+n

f(x, y)dx

∣∣∣∣
则由 ∀n ⩾ N(ε) = [A(ε)− a] + 1 与 ∀y ∈ [c; d] : |J(y)− Jn(y)| < ε 得 Jn(y)

[c,d]

⇒ J(y)。由关于一致收敛函
数序列和的连续性定理，命题即证
例题 3.6 （3755/Dirichlet 积分一致收敛性）证明 Dirichlet 积分

I =

ˆ +∞

0

sinαx

x
dx

满足命题 (a) 在不含数值 α = 0 的每一个闭区间 [a; b] 上一致收敛; (b) 在每一个包含数值 α = 0 的闭区间 [a; b]

上非一致收敛
解 (a) 由对于 0 < a ⩽ α ⩽ b 有 ∣∣∣∣∣

ˆ M ′

M

sinαx dx

∣∣∣∣∣ = |cosαM − cosαM ′|
α

⩽ 2

a

另一方面有 lim
x→+∞

1

x
= 0，且与参变量 α 无关，则由一致收敛 Dirichlet 判别法即证

(b) 将积分记为 I(α)，则有 I(0) = 0。对于 α > 0，作变量代换 αx = t 即得

I(α) =

ˆ +∞

0

sinαx

x
dx =

ˆ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2

则对于 b > 0，函数 I(α)在 [0; b]左端点不连续，则由第一类反常参变积分连续性定理 (3.9)得，积分
´ +∞
0

sinαx

x
dx

在 [0; b] 上不一致收敛，同时推出积分在 (0; b] 上不一致收敛
注 经常错误地对于 α > 0 作上述代换 αx = t 之后，从等式

I(α) =

ˆ +∞

0

sinαx

x
dx =

ˆ +∞

0

sin t

t
dt

的右边积分与参变量 α 无关，就认为左边的积分对所有的 α > 0 一致收敛。该题表明反常参变积分在作了与参
变量有关的变量代换之后，一致收敛性可能发生变化

定理 3.10 (第一类反常参变积分可微性/Leibniz 法则)

♡

设函数 f = f(x, y)与 ∂f
∂y (x, y)在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞)× [c ⩽ y ⩽ d]上连续，若积分

´ +∞
a

f ′y(x, y)dx
[c;d]

⇒，
而第一类反常积分 J(y) =

´ +∞
a

f(x, y)dx 在 y ∈ [c; d] 上某个点收敛，则 J(y) 在 [c; d] 存在导数且满足
公式

J ′(y) =

ˆ +∞

a

f ′y(x, y)dx

证明 对于序列 Jn(y) =
´ a+n

a
f(x, y)dx 的每一项都满足常义参变积分的可微性定理 (2.3)，则由 Leibiniz 法则
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有 J ′
n(y) =

´ a+n

a
f ′y(x, y)dx。由条件

´ +∞
a

f ′y(x, y)dx 根据一致收敛 Cauchy 准则有

(∀ε > 0)(∃A(ε) ⩾ a)(∀R2 > R1 > A)(∀y ∈ [c; d]) :

∣∣∣∣∣
ˆ R2

R1

f ′y(x, y)

∣∣∣∣∣ < ε

注意 ∣∣J ′
n+p(y)− J ′

n(y)
∣∣ = ∣∣∣∣ˆ a+n+p

a+n

f ′y(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

若取 R1 = a+ n,R2 = a+ n+ p ，则根据一致收敛 Cauchy 准则有 {J ′
n(y)}

[c,d]

⇒
注意到 J(y) 在导数点的收敛性推出 {Jn(y)} 在导数点的逐点收敛性 (поточечная сходимость) ，由此

|J(y)− Jn(y)| =
∣∣∣´ +∞

a+n
f(x, y)dx

∣∣∣ 满足函数序列逐点微分定理 (теорема о почленном дифференцировании
функциональной последовательности) 的条件，则有

J ′(y) =
(
lim
n→∞

Jn(y)
)′

= lim
n→∞

J ′
n(y) = lim

n→∞

ˆ a+n

a

f ′y(x, y)dx =

ˆ +∞

a

f ′y(x, y)dx

例题 3.7 （3786/Dirichlet 积分）证明 Dirichlet 积分

I(α) =

ˆ +∞

0

sinαx

x
dx

当 α ̸= 0 时有导数，但不能利用 Leibniz 法则计算
解 作代换 αx = y，利用 I(1) =

π

2
，并考虑 I(α) 为奇函数，即得

I(α) =


π

2
, α > 0

0, α = 0

−π
2
, α < 0

亦即 I(α) =
π

2
sgnα，由此当 α ̸= 0 时有 I ′(α) = 0

若利用 Leibniz 法则，则所得的积分ˆ +∞

0

[
∂

∂α

(
sinαx

x

)]
dx =

ˆ +∞

0

cosαxdx

对任意 α 均发散
注 类似地，函数级数

∞∑
n=1

sinnx

n
的和函数于 x 不等于 2π 的整数倍的所有点处可导，但不能通过逐项求导得到。

该题表明一致收敛性仅是保证反常参变积分（或函数项级数的和函数）可导及 Leibniz 法则成立的充分条件，亦
即是否在积分号下求导的关键在于观察

´ +∞
a

f ′y(x, y)dx 的性质

定理 3.11 (第一类反常参变积分可积性/积分换序第一定理)

♡

设 f = f(x, y) 在 Π∞ = [a ⩽ x < +∞) × [c ⩽ y ⩽ d] 上连续，而第一类反常参变积分 J(y) =
´∞
a
f(x, y)dx

[c;d]

⇒，则 J(y) 在 [c; d] 上 Riemann 可积，且可交换积分号，如公式 (3.6)
ˆ d

c

J(y)dy =

ˆ +∞

a

(ˆ d

c

f(x, y)dy

)
dx (3.6)

证明 由第一类反常参变积分连续性定理 (3.9) 有 J(y) ∈ ℜ[c; d]，则公式 (3.6) 仅需证

(∀ε > 0)(∃A(ε) ⩾ a)(∀R ⩾ A)(∀y ∈ [c; d]) :

∣∣∣∣∣
ˆ d

c

J(y)dy −
ˆ R

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

由常义参变积分可积性定理 (2.2) 有ˆ R

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy =

ˆ d

c

dy

ˆ R

a

f(x, y)dx
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这时有 ∣∣∣∣∣
ˆ d

c

J(y)dy −
ˆ d

c

dy

ˆ R

a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ˆ d

c

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣
另外可有 (ˆ +∞

a

f(x, y)dx⇒
)

⇒
∣∣∣∣ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

d− c

则 ∣∣∣∣∣
ˆ d

c

J(y)dy −
ˆ R

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

定理得证

推论 3.3 (非负积分换序第一定理)

♡

若函数 f = f(x, y) ∈ C (Π∞) 且在其上非负，第一类反常参变积分 J(y) =
´ +∞
a

f(x, y)dx 在 [c; d] 上每
个点收敛，而 J(y) ∈ C[c; d]，则满足公式 (3.6)

证明 由 J(y) 在 [c; d] 上一致收敛 Dini 判别法与定理 (3.11) 即证

命题 3.1 (积分换序第一定理)

♠

若 f(x, y) 在区域 a ⩽ x < +∞, c ⩽ y ⩽ d 内连续，积分
´ +∞
a

f(x, y)dx 在 y ∈ [c; d] 上一致收敛，则有ˆ d

c

dy

ˆ +∞

a

f(x, y)dx =

ˆ +∞

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy

命题 3.2 (积分换序第二定理)

♠

若 f(x, y) 在区域 a ⩽ x < +∞, c ⩽ y < +∞ 内连续，且满足以下三个条件：
(1) 以 y 为参变量的广义积分

´ +∞
a

f(x, y)dx 在 y ∈ [c,+∞) 内的任意有限区间上一致收敛
(2) 以 x 为参变量的广义积分

´ +∞
c

f(x, y)dy 在 x ∈ [a,+∞) 内的任意有限区间上一致收敛
(3) 在

´ +∞
c

dy
´ +∞
a

|f(x, y)|dx 和
´ +∞
a

dx
´ +∞
c

|f(x, y)|dy 之中至少有一个收敛，则有ˆ +∞

c

dy

ˆ +∞

a

f(x, y)dx =

ˆ +∞

a

dx

ˆ +∞

c

f(x, y)dy

推论 3.4

♡

若 f(x, y) 在 [a,+∞)× [c,+∞) 上非负连续，且以下两个含参变量积分
´ +∞
c

f(x, y)dy 和
´ +∞
a

f(x, y)dx

分别在 x ⩾ a 和 y ⩾ c 时连续，则有ˆ +∞

c

dy

ˆ +∞

a

f(x, y)dx =

ˆ +∞

a

dx

ˆ +∞

c

f(x, y)dy

定理 3.12 (第一类反常参变积分对参数可积性/积分换序第二定理)

♡

设 f = f(x, y) 在 {(x, y) | x ⩾ a, y ⩾ c} 上非负且连续，设第一类反常参变积分 J(y) =
´ +∞
a

f(x, y)dx

对 ∀y ⩾ c 都收敛，且其定义的函数连续。另设第一类反常参变积分 K(x) =
´ +∞
c

f(x, y)dy 对 ∀x ⩾ a 都
收敛，且其定义的函数连续。则若下列两个积分ˆ +∞

a

K(x)dx =

ˆ +∞

a

dx

ˆ +∞

c

f(x, y)dy,

ˆ +∞

c

J(y)dy =

ˆ +∞

c

dy

ˆ +∞

a

f(x, y)dx

中的一个收敛，则有第二个积分收敛且两个积分相等
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证明 不妨设
´ +∞
c

J(y)dy 收敛，则有

(∀ε > 0)(∀y ⩾ c)(∃A(ε) ⩾ a)(∀R ⩾ A(ε)) :

∣∣∣∣∣
ˆ +∞

c

J(y)dy −
ˆ R

a

dx

ˆ +∞

c

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

注意第二个积分满足前面积分换序第一定理 (3.11) 的条件，则有ˆ R

a

dx

ˆ +∞

c

f(x, y)dy =

ˆ +∞

c

dy

ˆ R

a

f(x, y)dx

这时有 ∣∣∣∣∣
ˆ +∞

c

J(y)dy −
ˆ +∞

c

dy

ˆ R

a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ˆ +∞

c

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
ˆ R̃

c

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx+

ˆ +∞

R̃

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣∣
ˆ R̃

c

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ˆ +∞

R̃

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣
由 Dini 判别法有 J(y)

[c;d]

⇒，因此有

(∀ε > 0)(∃A(ε) ⩾ a)(∀R ⩾ A(ε))(∀y ∈ [c; R̃]) :

∣∣∣∣ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

2(R̃− c)

则有 ∣∣∣∣∣
ˆ R̃

c

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε

2

由假设
´ +∞
c

J(y)dy →，则可有

(∀ε > 0)(∃R̃(ε) ⩾ c) :

∣∣∣∣ˆ +∞

R̃

dy

ˆ +∞

R

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

2

则有 ∣∣∣∣∣
ˆ +∞

c

J(y)dy −
ˆ R

a

dx

ˆ +∞

c

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε

由对称性，定理得证
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第 4 章 第二类反常参变积分

定义 4.1 (第二类反常参变积分)

♣

设函数 f(x, y) 在 = [a ⩽ x < b] × [c ⩽ y ⩽ d] 定义且有界，并对 ∀y ∈ [c, d] 都有第二类反常积分
(несобственный интеграл второго рода)

´ b
a
f(x, y)dx 收敛，则

∃ lim
ε→0+0

ˆ b−ε

a

f(x, y)dx

则称
´ b
a
f(x, y)dx 为依赖于 y 的第二类反常参变积分 (несобственный интеграл второго рода,

зависящего от параметра)

定义 4.2 (第二类反常参变积分一致收敛性)

♣

设函数 f(x, y) 在 = [a ⩽ x < b] × [c ⩽ y ⩽ d] 定义且有界，并有依赖于 y 的第二类反常参变积分´ b
a
f(x, y)dx，若满足

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀α, 0 < α < δ(ε))(∀y ∈ [c; d]) :

∣∣∣∣∣
ˆ b

b−α

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε

则称该依赖于 y 的第二类反常参变积分在 [c; d] 上一致收敛，简称该第二类反常参变积分在 [c; d] 上一致
收敛

注 注意，第二类反常参变积分均可以通过代换变为第一类反常参变积分，因为前面的定理都对第二类反常参变
积分成立

定理 4.1 (变量变换将第二型反常参变积分变成第一型反常参变积分)

♡

[
x = b− 1

t

dx = dt
t2

]
⇒ lim

α→0+0

ˆ b−α

a

f(x, y)dx = lim
α→0+0

ˆ 1/α

1/(b−a)

f
(
b− 1

t , y
)

t2
dt

定理 4.2 (第二类反常参变积分性质)

♡

设函数 f(x, y) 在 P = X × Y 上连续，其中 X = (a; b], Y = [c; d]，且 a 为第二类反常参变积分 g(y) =´ b
a
f(x, y)dx 奇点，则下列命题成立

1) 若积分
´ b
a
f(x, y)dx 在 Y 上一致收敛，则函数 g(y) 在 Y 上连续，且有ˆ d

c

g(y)dy =

ˆ b

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy

2)若积分
´ b
a
f(x, y)dx收敛，偏导函数 fy(x, y)在 P 上连续，而积分

´ b
a
f ′y(x, y)dx在 Y 上一致收敛，则

g′(y) 存在且

g′(y) =

ˆ b

a

fy(x, y)dx

例题 4.1 （3727/动奇点情形）设
I(α) =

ˆ α

0

φ(x)dx√
α− x

,

其中函数 φ(x) 及其导数 φ′(x) 在闭区间 0 ⩽ x ⩽ a 上连续，证明：当 0 < α < a 时有

I ′(α) =
φ(0)√
α

+

ˆ α

0

φ′(x)√
α− x

dx



解 作代换 x = αt，得有固定奇点 t = 1 的第二类反常参变积分

I(α) =
√
α

ˆ 1

0

φ(αt)dt√
1− t

其中
1√
1− t

绝对可积而 φ(αt) 连续可微，则由 Leibniz 法则有

I ′(α) =
1

2
√
α

ˆ 1

0

φ(αt)dt√
1− t

+
√
α

ˆ 1

0

tφ′(αt)dt√
1− t

换回原来的变量 x 得

I ′(α) =
1

2α

ˆ α

0

φ(x)dx√
α− x

+
1

α

ˆ α

0

xφ′(x)dx√
α− x

=
1

2α
[−2

√
α− x · φ(x)]

∣∣∣∣x=α

x=0

+
1

α

ˆ α

0

√
α− x · φ′(x)dx+

1

α

ˆ α

0

xφ′(x)dx√
α− x

=
φ(0)√
α

+
1

α

ˆ α

0

φ′(x)√
α− x

(α− x+ x)dx

=
φ(0)√
α

+

ˆ α

0

φ′(x)√
α− x

dx

注 注意题设积分有奇点 x = α，同时奇点的位置随着参变量 α 变化。这时不能直接使用 Euler 公式，需考虑换
元
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第 5 章 反常积分与极限交换

5.1 反常积分号下取极限和含参变量的返常积分的连续性

定理 5.1

♡

设 f(x, y) 是依赖于参变量 y ∈ Y 的函数族，并且至少在反常的意义下在区间 a ⩽ x < ω 上可积，且 BY

是 Y 中的基。如果满足以下两个条件：
a) 对任何 b ∈]a, ω[, 在 [a, b] 上关于基 BY 有

f(x, y) ⇒ φ(x),

b) 积分
´ ω
a
f(x, y)dx 在 Y 上一致收敛，那么，极限函数 φ 在 [a, ω[ 上在反常意义下可积，且成立等式

lim
BY

ˆ ω

a

f(x, y)dx =

ˆ ω

a

φ(x)dx

证明 左边的垂直极限过程从条件 a) 和在常义积分号下取极限的定理（参考函数项级数两个极限过程的交换定
理）推出。上边的水平极限过程是条件 b) 的表示

根据两个极限过程的交换定理，由此推出，位于对角线下的极限存在且相等
右边的垂直极限是已经证明了的等式 (8) 的左端，而下边的水平极限按定义给出位于等式 (8) 的右端的反

常积分

推论 5.1

♡

设对每个实参变量的值 y ∈ Y ⊂ R，实值函数 f(x, y) 是非负的，且在区间 a ⩽ x < ω 上连续。如果满足
以下条件：
a) f(x, y) 随 y 的增加而单调增加，在 [a, ω[ 上趋于函数 φ(x)

b) φ ∈ C([a, ω[,R)
c) 积分

´ ω
a
φ(x)dx 收敛

那么等式

lim
BY

ˆ ω

a

f(x, y)dx =

ˆ ω

a

φ(x)dx

成立

证明 由 Dini 定理得到，在每个区间 [a, b] ⊂ [a, ω[，有 f(x, y) ⇒ φ(x)

从不等式 0 ⩽ f(x, y) ⩽ φ(x) 和一致收敛性的Weierstrass 强函数检验法推出，f(x, y) 在区间 a ⩽ x < ω 上
的积分关于参变量 y 是一致收敛的
定理5.1的两个条件均被满足，因此，等式成立



5.2 含参变量反常积分的微分法

定理 5.2 (含参变量反常积分关于参变量的连续性定理)

♡

如果
a) 函数 f(x, y) 在集合

{
(x, y) ∈ R2 | a ⩽ x < ω ∧ c ⩽ y ⩽ d

}
上连续

b) 积分 F (y) =
´ ω
a
f(x, y)dx 在 [c, d] 上一致收敛，那么函数 F (y) 在 [c, d] 上连续

证明 从条件 a) 推出, 对任何 b ∈ [a, ω[，常义积分

Fb(y) =

ˆ b

a

f(x, y)dx

在 [c, d] 上连续
从条件 b)知，在 [c, d]上，当 b ∈ [a, ω[, b→ ω 时，Fb(y) ⇒ F (y)，由此就推出，函数 F (y)在 [c, d]上连续

5.2 含参变量反常积分的微分法

定理 5.3

♡

如果 a) 函数 f(x, y), f ′y(x, y) 在集合
{
(x, y) ∈ R2 | a ⩽ x < ω ∧ c ⩽ y ⩽ d

}
上连续

b) 积分 Φ(y) =
´ ω
a
f ′y(x, y)dx 在集合 Y = [c, d] 上一致收敛

c) 积分 F (y) =
´ ω
a
f(x, y)dx 至少在一点 y0 ∈ Y 收敛，那么积分 F (y) =

´ ω
a
f(x, y)dx 在�个集合 Y 上

一致收敛，同时，函数 F (y) 在 Y 上可微且有

F ′(y) =

ˆ ω

a

f ′y(x, y)dx

证明 由条件 a)，对任何 b ∈ [a, ω[，函数

Fb(y) =

ˆ b

a

f(x, y)dx

在区间 c ⩽ y ⩽ d 有定义且可微，按 Leibniz 法则，有

(Fb)
′
y (y) =

ˆ b

a

f ′y(x, y)dx

由条件 b)，依赖于参变量 b ∈ [a, ω[ 的函数族 (Fb)
′
y (y)，当 b ∈ [a, ω[, b → ω 时，在 [c, d] 上一致收敛到函数

Φ(y)

由条件 c)，当 b ∈ [a, ω[, b→ ω 时，Fb (y0) 有极限
由此推出，当 b ∈ [a, ω[, b → ω 时，函数族 Fb(y) 本身在 [c, d] 上一致收佥到极限函数 F (y)。同时函数 F

在区间 c ⩽ y ⩽ d 上可微且成立等式 F ′(y) = Φ(y) 完成证明

5.3 含参变量反常积分的积分法

定理 5.4

♡

如果 a) 函数 f(x, y) 在集合
{
(x, y) ∈ R2 | a ⩽ x < ω ∧ c ⩽ y ⩽ d

}
上连续

b) 积分 F (y) =
´ ω
a
f(x, y)dx 在区间 [c, d] 上一致收敛

那么函数 F 在 [c, d] 上可积且有等式ˆ d

c

dy

ˆ ω

a

f(x, y)dx =

ˆ ω

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy (5.1)
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5.3 含参变量反常积分的积分法

证明 对于 b ∈ [a, ω[，根据条件 a) 和关于常义积分的命题，可得ˆ d

c

dy

ˆ b

a

f(x, y)dx =

ˆ b

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy (5.2)

利用条件 b) 和关于积分号下取极限的定理，在等式 (5.2) 左端令 b→ ω, b ∈ [a, ω[ 取极限便得到等式 (5.1)
的左端。而等式 (5.1) 的右端按反常积分的定义就是等式 (5.2) 右端当 b → ω, b ∈ [a, ω[ 时的极限。于是，由条
件 b)，当 b→ ω, b ∈ [a, ω[ 时，从 (5.2) 式得出等式 (5.1)

推论 5.2

♡

如果
a) 函数 f(x, y) 在集合 P =

{
(x, y) ∈ R2 | a ⩽ x < ω ∧ c ⩽ y ⩽ d

}
上连续

b) f(x, y) 在 P 上非负
c) 积分 F (y) =

´ ω
a
f(x, y)dx 作为 y 的函数在区间 [c, d] 上连续

那么等式 (5.1) 成立

证明 从条件 a) 推出，对任何 b ∈ [a, ω[，积分

Fb(y) =

ˆ b

a

f(x, y)dx

在区间 [c, d] 上关于 y 是连续函数
从条件 b) 推出当 b1 ⩽ b2 时 Fb1(y) ⩽ Fb2(y)

根据 Dini 定理和条件 c) 可推出，在 [c, d] 上，当 b→ ω, b ∈ [a, ω[ 时, Fb ⇒ F

于是，定理5.4的条件满足，因而在所考虑的情况下，等式 (5.1) 成立
例题 5.1 （Dirichlet 积分）
计算 Dirichlet 积分 ˆ +∞

0

sinx

x
dx

解 回到积分

F (y) =

ˆ +∞

0

sinx

x
e−xydx (5.3)

已证其在 0 ⩽ y < +∞ 上连续且一致收敛。
特别地，由此推出

lim
y→+0

ˆ +∞

0

sinx

x
e−xydx =

ˆ +∞

0

sinx

x
dx (5.4)

指出，当 y > 0 时，有

F ′(y) = −
ˆ +∞

0

sinx · e−xydx (5.5)

因为积分 (5.5) 在任何一个形如 {y ∈ R | y ⩾ y0 > 0} 的集合上一致收敛
积分 (5.5) 容易通过被积函数的原函数计算而得到

F ′(y) = − 1

1 + y2
, 当y > 0时

由此推出
F (y) = − arctan y + c, 当y > 0时 (5.6)

当 y → +∞ 时，从关系式 (5.3) 可以看出，F (y) → 0，因此从 (5.6) 式推出 c = π
2，现在从 (5.4)，(5.6) 式得到

F (0) = π
2，于是 ˆ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
(5.7)

注意, 在推导等式 (5.7) 时用到的关系式“当 y → +∞ 时，F (y) → 0 ”不是定理的直接结果，因为当
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5.4 双奇点情况下的积分法

y → +∞ 时， sin x
x e−xy ⇒ 0 只在形如 {x ∈ R | x ⩾ x0 > 0} 的区间上成立, 而在形如 0 < x < x0 的区间上一致

收敛性不成立，这是因为当 x→ 0 时， sin x
x e−xy → 1。但当 x0 > 0 时：ˆ +∞

0

sinx

x
e−xydx =

ˆ x0

0

sinx

x
e−xydx+

ˆ +∞

x0

sinx

x
e−xydx

从而，如果给定 ε > 0，那么首先选择 x0 足够接近零，使当 x ∈ [0, x0] 时有 sinx ⩾ 0，且对任何 y > 0：

0 <

ˆ x0

0

sinx

x
e−xydx <

ˆ x0

0

sinx

x
dx <

ε

2

然后固定 x0，根据定理，只要让 y 趋于 +∞，便可使在区间 [x0,+∞[ 上的积分按绝对值小于 ε/2

5.4 双奇点情况下的积分法

定理 5.5

♡

如果 a) 函数 f(x, y) 在集合
{
(x, y) ∈ R2 | a ⩽ x < ω ∧ c ⩽ y < ω̃

}
上连续

b) 两个积分

F (y) =

ˆ ω

a

f(x, y)dx, Φ(x) =

ˆ ω̃

c

f(x, y)dy

中的第一个关于 y 在任何区间 [c, d] ⊂ [c, ω̃[ 上一致收敛，而第二个关于 x 在任何区间 [a, b] ⊂ [a, ω[ 上一
致收敛
c) 两个累次积分 ˆ ω̃

c

dy

ˆ ω

a

|f |(x, y)dx,
ˆ ω

a

dx

ˆ ω̃

c

|f |(x, y)dy

中至少有一个存在
那么，等式 ˆ ω̃

c

dy

ˆ ω

a

f(x, y)dx =

ˆ ω

a

dx

ˆ ω̃

c

f(x, y)dy (5.8)

成立

证明 为确定起见，设 c) 中两个累次积分中的第二个积分存在
由于条件 a) 和条件 b) 中的第一个，根据命题定理5.4可得，对任何 d ∈ [c, ω̃[，函数 f 满足等式 (5.1)
如果证明了当 d → ω̃, d ∈ [c, ω̃[ 时，等式 (5.1) 的右端趋于关系式 (5.8) 的右端，那么等式 (5.8) 也就获证，

因为这时按反常积分定义，其左端也将存在，而且就是等式 (5.1) 左端的极限
令

Φd(x) :=

ˆ d

c

f(x, y)dy.

对任意固定的 d ∈ [c, ω̃]，函数 Φd 有定义，且由 f 的连续性知，其在区间 a ⩽ x < ω 上是连续的
由条件 b) 的第二条知，在任何区间 [a, b] ⊂ [a, ω[ 上，当 d→ ω̃, d ∈ [c, ω̃[ 时，Φd(x) ⇒ Φ(x)

因为 |Φd(x)| ⩽
´ ω̃
c
|f |(x, y)dy =: G(x)，而积分

´ ω
a
G(x)dx，亦即条件 c) 中第二个积分，按假定是收敛的，

根据一致收敛性的 Weierstrass 强函数检验法推出, 积分
´ ω
a
Φd(x)dx 关于参变量 d 一致收敛于是，能推出

lim
d→ω̃ω

d∈∈,ω̄|

ˆ ω

a

Φd(x)dx =

ˆ ω

a

Φ(x)dx

证明完毕
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5.4 双奇点情况下的积分法

推论 5.3

♡

如果 a) 函数 f(x, y) 在集合 P =
{
(x, y) ∈ R2 | a ⩽ x < ω ∧ c ⩽ y < ω̃

}
上连续

b) f(x, y) 在 P 上非负
c) 两个积分

F (y) =

ˆ ω

a

f(x, y)dx, Φ(x) =

ˆ ω̃

c

f(x, y)dy

分别是区间 [a, ω[, [a, ω̃[ 上的连续函数
d) 两个累次积分 ˆ ω̃

c

dy

ˆ ω

a

f(x, y)dx,

ˆ ω

a

dx

ˆ ω̃

c

f(x, y)dy

之中至少有一个存在，那么另一个累次积分也存在, 并且它们相等

注在积分区间的两个端点都具有奇异性的积分可归结为两个积分的和，它们中的每一个仅在一端点具有奇异性。
这就使这里证明的定理和推论能适用于在区间 ]ω1, ω2[⊂ R 上的积分的情况。显然，在这种情况下，以前在区间
[a, b] ⊂ [a, ω[ 成立的那些条件，现在应当在区间 [a, b] ⊂]ω1, ω2[ 成立
例题 5.2 （Euler-Possion 积分）
利用交换两个反常积分的次序证明 ˆ +∞

0

e−x2

dx =
1

2

√
π (5.9)

这是有名的欧拉-泊松积分
解 首先注意，当 y > 0 时

J :=

ˆ +∞

0

e−u2

du = y

ˆ +∞

0

e−(xy)2dx

以及等式 (5.9) 的积分值不随把积分理解为半开区间 [0,+∞[ 上的积分或开区间 ]0,+∞[ 上的积分而改变。于是ˆ +∞

0

ye−y2

dy

ˆ +∞

0

e−(xy)2dx =

ˆ +∞

0

e−y2

dy

ˆ +∞

0

e−u2

du = J2

这时关于 y 的积分是在开区间 ]0,+∞[ 上取的
正如将要验证的，在这个累次积分中，交换关于变量 x 和 y 的积分次序是合理的，因此

J2 =

ˆ +∞

0

dx

ˆ +∞

0

ye−(1+x2)y2

dy =
1

2

ˆ +∞

0

dx

1 + x2
=
π

4

由此立刻得到 (5.9)
现在证明交换积分次序的合理性
函数 ˆ +∞

0

ye−(1+x2)y2

dy =
1

2 (1 + x2)

当 x ⩾ 0 时连续，而函数 ˆ +∞

0

ye−(1+x2)y2

dx = e−y2

· J

当 y > 0 时连续。结束上述推论和注记完成证明
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第 6 章 Euler 积分

定义 6.1 (Euler 定义的 Γ 函数)

♣

称函数

Γ(s) =
1

seγs

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)−1

e
s
n

为 Euler 的 Γ 函数，其中 s ̸= 0,−1,−2, · · · 为任意实数（可以把定义扩充到复数），γ 为欧拉常数，即

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

)
= 0.577 · · ·

由估计

|ln bn| =
∣∣∣∣ln((1 + s

n

)−1

e
s
n

)∣∣∣∣ = ∣∣∣ sn − ln
(
1 +

s

n

)∣∣∣ < s2

n2

则定义 Γ 函数的无穷乘积对于任何 s ̸= 0,−1,−2, · · · 绝对收敛

命题 6.1 (Euler 公式)

♠

下列公式成立：

Γ(s) = s−1
∞∏

n=1

(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1

证明 由定义 Γ 函数的无穷乘积在自己的定义域的任意点处都绝对收敛，则有

Γ(s) = s−1 lim
m→∞

e−s(1+ 1
2+···+ 1

m−lnm) lim
m→∞

m∏
n=1

(
1 +

s

n

)−1

e
s
n

= s−1 lim
m→∞

ms
m∏

n=1

(
1 +

s

n

)−1

= s−1 lim
m→∞

m−1∏
n=1

(
1 +

1

n

)s m∏
n=1

(
1 +

s

n

)−1

= s−1 lim
m→∞

(
m∏

n=1

(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1
)(

1 +
1

m

)−s

= s−1
∞∏

n=1

(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1

定理 6.1 (Euler-Gauss 公式)

♡

对于 s ̸= 0,−1,−2, · · · 成立等式
Γ(s) = lim

m→∞
Pm(s)

其中

Pm(s) =
(m− 1)!ms

s(s+ 1) · · · (s+m− 1)

证明 由 Euler 公式 (6.1) 得 Γ(s) 的表达式：

1

s

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1

= lim
m→∞

1

s

m∏
n=1

(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1

= lim
m→∞

1

s
(1 + 1)s · · ·

(
1 +

1

m− 1

)s (
1 +

s

1

)−1

· · ·
(
1 +

s

m− 1

)−1

= lim
m→∞

Pm(s)



定理 6.2 (Gauss 公式)

♡

对于 s > 0，Euler-Gauss 公式 (6.1) 中

Pm+1(s) =

(
1 +

1

m

)s ˆ m

0

(
1− t

m

)m

ts−1dt

证明 由换元法与分部积分法有(
1 +

1

m

)s ˆ m

0

(
1− t

m

)m

ts−1dt =(m+ 1)s
ˆ 1

0

(1− x)mxs−1dx

=(m+ 1)s
m

s

ˆ 1

0

(1− x)m−1xsdx

=(m+ 1)s
m!

s(s+ 1) · · · (s+m− 1)

ˆ 1

0

xs+m−1dx

=(m+ 1)s
m!

s(s+ 1) · · · (s+m)
= Pm+1(s)

定义 6.2 (Euler 积分)

♣

称依赖于参数 p 和 q 的函数

B(p, q) =

ˆ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx

为 Euler β 函数 (Бета-функцией Эйлера) 或第一类 Euler 积分 (интеграл Эйлера первого рода)
称依赖于参数 p 的函数

Γ(p) =

ˆ +∞

0

xp−1e−xdx

为 Euler Γ 函数 (Гамма-функцией Эйлера) 或第二类 Euler 积分 (интеграл Эйлера второго рода)

注 （第一类 Euler 积分三角形式与反常形式）在第一类 Euler 积分

B(p, q) =

ˆ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx

中令 x = cos2 φ，则有第一类 Euler 积分的三角形式：

B(p, q) = 2

ˆ π
2

0

cos2p−1 φ sin2q−1 φdφ

若作代换 x =
1

1 + u
，即 u =

1− x

x
，则可得第一类 Euler 积分的反常形式

B(p, q) =

ˆ +∞

0

uq−1

(1 + u)p+q
du

性质 （第一类 Euler 积分存在性）
注意到当 p ⩾ 1, q ⩾ 1 时第一类 Euler 积分 B(p, q) 没有奇点且对应积分收敛。若 0 < p < 1, 0 < q < 1，则

第一类 Euler 积分有

B(p, q) =

ˆ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx =

ˆ 1
2

0

xp−1(1− x)q−1dx︸ ︷︷ ︸
B1(p,q)

+

ˆ 1

1
2

xp−1(1− x)q−1dx︸ ︷︷ ︸
B2(p,q)

由对于某个 Cq 和 Cp 有在 B1 中 (1 − x)q−1 ⩽ Cq 与在 B2 中 xp−1 ⩽ Cp ，则由比较判别法（与 x−α 比
较）有当 p > 0 时对于任意 q 有 B1(p, q) → 。同理有当 q > 0 时对于任意 p 有 B2(p, q) →。

综上，第一类 Euler 积分 B(p, q) 当 p > 0, q > 0 时收敛
性质 （第二类 Euler 积分存在性）
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对于第二类 Euler 积分有

Γ(p) =

ˆ +∞

0

xp−1e−xdx =

ˆ 1

0

xp−1e−xdx︸ ︷︷ ︸
Γ1(p)

+

ˆ +∞

1

xp−1e−xdx︸ ︷︷ ︸
Γ2(p)

由当 x > 0 时
∣∣e−xxp−1

∣∣ ⩽ xp−1 ，则根据比较判别法，当 p > 0 时积分 Γ1(p) 收敛。而由 (∀r ∈ R) :

lim
x→+∞

e−xxr = 0 则有积分 Γ2(p) 对于任意 p 均收敛。

综上，第二类 Euler 积分 Γ(p) 当 p > 0 时收敛

命题 6.2 (第一类 Euler 积分连续性)

♠
第一类 Euler 积分 B(p, q) 当 p > 0, q > 0 时连续

证明 固定任意 p0, p1, q0, q1 满足 0 < p0 < p1 < ∞ 与 0 < q0 < q1 < ∞ 。欲证 B(p, q)
R̃
⇒，其中 R̃ =

[p0 ⩽ p ⩽ p1]×[q0 ⩽ q ⩽ q1]。为此注意 (∀t ∈ (0; 1) : tp−1(1−t)q−1 ⩽ tp0−1(1−t)q0−1。但
´ 1
0
tp0−1(1−t)q0−1dt→，

这时由Weierstrass判别法有 B(p, q)
R̃
⇒。则由第一类反常参变积分连续性定理 (3.9)有 B(p, q)在 R̃ 上连续。由

数 p0, p1, q0, q1 任意性即得 B(p, q) 在整个定义域上连续

命题 6.3 (第二类 Euler 积分连续性)

♠
第二类 Euler 积分 Γ(p) 当 p > 0 时连续

证明 固定任意 0 < p0 < p1 < ∞，类似记 R̃ = [p0 ⩽ p ⩽ p1]。注意 (∀t ∈ [0; 1] : e−ttp−1 ⩽ e−ttp0−1，且 (∀t ∈
[1;∞) : e−ttp−1 ⩽ e−ttp1−1，这时当 t ∈ [0,∞)有 e−ttp−1 ⩽ e−t

(
tp0−1 + tp1−1

)
。但已知

´ +∞
0

e−t
(
tp0−1 + tp1−1

)
dt→，

则由 Weierstrass 判别法有 Γ(p)
R̃

⇒ A。类似地，Г (p) 在其整个定义域上连续
性质 （第一类 Euler 积分对称性）

(∀p, q > 0) : B(p, q) = B(q, p)

证明 由定义即有

B(p, q) =

ˆ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt =

{
x = 1− t

dx = −dt

}
=

ˆ 1

0

(1− x)p−1xq−1dx = B(q, p)

性质 （第一类 Euler 积分化简公式/формула приведения）
对第一类 Euler 积分有公式

B(p+ 1, q) =
p

p+ q
B(p, q), B(p, q + 1) =

q

p+ q
B(p, q)

证明 使用恒等式 tp = tp−1 − tp−1(1− t) 则有

B(p, q + 1) =

ˆ 1

0

tp−1(1− t)qdt =

=0︷ ︸︸ ︷
1

p
tp(1− t)q

∣∣∣∣1
0

+
q

p

ˆ 1

0

tp(1− t)q−1dt

=
q

p

ˆ 1

0

(
tp−1 − (1− t)tp−1

)
(1− t)q−1dt =

q

p
B(p, q)− q

p
B(p, q + 1)

则有
p+ q

p
B(p, q + 1) =

q

p
B(p, q), B(p, q + 1) =

q

p+ q
B(p, q)，类似证明第二个公式

注 化简公式将 B(p, q) 在 ∀p, q 时的计算化简为 B(p, q) 在 0 < p ⩽ 1, 0 < q ⩽ 1 时的计算

推论 6.1

♡

对第一类 Euler 积分成立

(∀p > 0)(∀n ∈ N) : B(p, n) =
(n− 1)!

p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)
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证明 归纳：当 n = 1 时有

B(p, 1) =

ˆ 1

0

xp−1dx =
1

p
,B(p, 2) =

1

p+ 1
B(p, 1) =

1

p(p+ 1)

设 B(p, n) =
(n− 1)!

p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)
，则有

B(p, n+ 1) =
n

p+ n
B(p, n) =

n!

p(p+ 1) . . . (p+ n)

注 若还有 p ∈ N，则

B(p, n) =
(n− 1)!(p− 1)!

(p+ n− 1)!

因为对于自然数 p 满足
1

p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)
=

(p− 1)!

(p+ n− 1)!

性质 （第二类 Euler 积分化简公式）对第二类 Euler 积分成立

(∀p > 0) : Γ(p+ 1) = pΓ(p)

证明 由定义显然有

Γ(p+ 1) =

ˆ +∞

0

e−ttpdt = − e−ttp
∣∣+∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

+p

ˆ +∞

0

e−ttp−1dt = p · Γ(p)

注 连续应用公式，固定 n ∈ N 并取 p > n− 1，则有

Γ(p+ 1) = pΓ(p) = p(p− 1)Γ(p− 1) = . . . = p(p− 1) . . . (p− n+ 1)Γ(p− n+ 1)

当 p = n 时则有 Γ(n+ 1) = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 · Γ(1) = n! ·
´ +∞
0

e−xdx = n!

定理 6.3 (第二类 Euler 积分对参数可微性)

♡

对任意 0 < p0 ⩽ p ⩽ p1 < +∞ 与 n ∈ N 第二类 Euler 积分为对参数 n 次可微的，且满足公式：
dn

dpn

ˆ +∞

0

e−ttp−1dt =

ˆ +∞

0

dn

dpn
(
e−ttp−1

)
dt =

ˆ +∞

0

e−ttp−1 lnn tdt

证明 注意到[∣∣e−ttp−1(ln t)n
∣∣ ⩽ e−t| ln t|n

(
tp0−1 + tp1−1

)]
∧
[ˆ +∞

0

e−t| ln t|n
(
tp0−1 + tp1−1

)
dt→

]
则由 Weierstrass 判别法有 ˆ +∞

0

dn

dpn
(
e−ttp−1

)
dt⇒

则满足关于逐项微分的定理的条件，定理得证
例题 6.1 （第二类 Euler 积分图像绘制）由第二类 Euler 积分二阶导数

Γ(2)(p) =

ˆ +∞

0

e−xxp−1(lnx)2dx ⩾ 0

有第二类 Euler 积分在整个定义域上向下凸。注意到
Γ(2) = 1 · Γ(1) = Γ(1) = 1

lim
p→∞

Γ(p) = {Γ(p) > n!p > n+ 1} = +∞

lim
p→0+0

Γ(p) = lim
p→0+0

Γ(p+ 1)

p
= {Γ(p+ 1) −→

p→0+0
Γ(1) = 1} = +∞
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图 6.1: 第二类 Euler 积分图像

定理 6.4 (Dirichlet 公式/формула Дирихле)

♡

对于任意 p, q > 0 满足等式：

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

证明 观察反常二重积分
I(D) =

¨
D

e−x−yxp−1yq−1dxdy

其中 D = {(x, y) | x > 0, y > 0} 为坐标平面 R2 的第一部分
由 I(D)中被积函数为正，为证明积分收敛性，仅需选择一个单调趋于 D的序列 {Dn}且数值级数 {I (Dn)}

收敛（由非负函数反常多重积分的收敛准则）
设

Dn =

{
(x, y) | 1

n
⩽ x ⩽ n,

1

n
⩽ y ⩽ n

}
则二重积分 I (Dn) 等于

I (Dn) =

ˆ n

1
n

e−xxp−1dx ·
ˆ n

1
n

e−yyq−1dy

则当 n→ ∞ 时有 I (Dn) → Γ(p)Γ(q)。现在选择另一个单调趋于 D 的 {D′
n}：

D′
n =

{
(x, y) | 1

n
⩽ x+ y ⩽ n,

1

n
⩽ x

y
⩽ n

}
改变二重积分 I (D′

n) 中变量

{x = u(1− v), y = uv} ⇔
{
u = x+ y, v =

y

x+ y

}
由变换的 Jacobi 行列式 D(x, y)

D(u, v)
等于 u 且区域 D′

n 变换到

1

v
= 1 +

x

y
=⇒ 1 +

1

n
⩽ 1

v
⩽ 1 + n =⇒ 1

1 + n
⩽ v ⩽ n

n+ 1

即

Ωn =

{
(u, v) | 1

n
⩽ u ⩽ n,

1

1 + n
⩽ v ⩽ n

1 + n

}
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则有

I (D′
n) =

¨
Ωn

e−uup+q−1(1− v)p−1vq−1dudv =

ˆ n

1/n

e−uup+q−1du ·
ˆ n/(1+n)

1/(1+n)

(1− v)p−1vq−1dv

当 n→ ∞ 时，积分趋于 Γ(p+ q)B(p, q)，则有 I(D) = Γ(p)Γ(q) 且 I(D) = Γ(p+ q)B(p, q)

引理 6.1 (Euler 引理)

♡

对于任意实的非整数 s 成立公式

sinπs = πs

∞∏
n=1

(
1− s2

n2

)

定理 6.5 (Euler 余元公式)

♡

对于任意实的非整数 s 成立公式
Γ(1− s)Γ(s) =

π

sinπs

证明 从 Euler 公式 (6.1) 和 Euler 引理 (6.1) 得

Γ(1− s)Γ(s) = −sΓ(−s)Γ(s) = 1

s

∞∏
n=1

(
1− s

n

)−1 (
1 +

s

n

)−1

=
1

s

∞∏
n=1

(
1− s2

n2

)−1

=
π

πs
∏∞

n=1

(
1− s2

n2

) =
π

sinπs

例题 6.2 计算第二类 Euler 积分 Γ(
1

2
)

解 方法一：直接法
由定义有

Γ(
1

2
) =

ˆ +∞

0

e−x dx√
x
= 2

ˆ +∞

0

e−xd(
√
x) = 2 ·

√
π

2
=

√
π

解 方法二：Euler 余元公式
由 Euler 余元公式取 s =

1

2
即得 Γ(

1

2
) =

√
π

定理 6.6 (Legendre 倍元公式)

♡

成立等式

Γ(2s)Γ

(
1

2

)
= 22s−1Γ(s)Γ

(
s+

1

2

)

证明 构造乘积

Fm(s) =
22s−1Pm(s)Pm

(
s+ 1

2

)
P2m(2s)Pm

(
1
2

)
写出 Fm(s) 的显式表示, 有

Fm(s) =
22s−1(m− 1)!ms(m− 1)!ms+ 1

2 · 2s · · · (2s+ 2m− 1) · 1
2 · · · · · ·

(
m− 1

2

)
(2m− 1)!(2m)2s(m− 1)!m

1
2 s · · · · · · (s+m− 1)

(
s+ 1

2

)
· · ·
(
s+m− 1

2

) = 1

令 m→ ∞ 就过渡到等式
22s−1Γ(s)Γ

(
s+ 1

2

)
Γ(2s)Γ

(
1
2

) = 1

例题 6.3 （3848）计算积分 ˆ π
2

0

sin6 x cos4 xdx
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解 记积分为 I，则根据第一类 Euler 积分的三角形式有

I =
1

2
B

(
7

2
,
5

2

)
由 Dirichlet 公式有

1

2
B

(
7

2
,
5

2

)
=

1

2
·
Γ

(
7

2

)
Γ

(
5

2

)
Γ(6)

由化简公式有

1

2
·
Γ

(
7

2

)
Γ

(
5

2

)
Γ(6)

=
1

2
· 5
2

[
Γ

(
5

2

)]2
5!

=
1

96

[
3

2
· 1
2
· Γ
(
1

2

)]2
=

3π

512

定理 6.7 (Stirling 公式/Stirling’s approximation/формула Стирлинга)

♡

设 λ ∈ N，则 λ! 满足下列近似估计 (асимптотическая оценка)

λ! =

(
λ

e

)λ

·
√
2πλ (1 + γλ)

其中 γλ =
1

12λ
+

1

228λ2
− 139

51840λ3
− 571

2448320λ4
+O

(
1

λ5

)

例题 6.4 （3853）求积分
+∞ˆ

0

xm dx

(a+ bxn)
p (a > 0, b > 0, n > 0)

及其存在域
解 设

bxn

a+ bxn
= t，则有

x =
(a
b

) 1
n

(
t

1− t

) 1
n

, dx =
1

n

(a
b

) 1
n t

1
n−1

(1− t)
1
n+1

dt

代人即得 ˆ +∞

0

xm

(a+ bxn)
p dx =

1

bp

ˆ +∞

0

(
bxn

a+ bxn

)p

xm−npdx

=
1

bp

ˆ 1

0

tp
(a
b

)m
n −p t

m
n −p

(1− t)
m
n −p

· 1
n

(a
b

) 1
n t

1
n−1

(1− t)
1
n+1

dt

=
1

apn

(a
b

)m+1
n

ˆ 1

0

t
m+1

n −1(1− t)p−
m+1

n −1dt

=
1

apn

(a
b

)m+1
n

B

(
m+ 1

n
, p− m+ 1

n

)
存在域为

m+ 1

n
> 0 且 p− m+ 1

n
> 0，即 0 <

m+ 1

n
< p
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第 7 章 基本数学工具

7.1 积化和差

sinα cosβ =
1

2
[sin(α+ β) + sin(α− β)]

cosα sinβ =
1

2
[sin(α+ β)− sin(α− β)]

cosα cosβ =
1

2
[cos(α+ β) + cos(α− β)]

sinα sinβ = −1

2
[cos(α+ β)− cos(α− β)]

7.2 和差化积

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β

2

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2

7.3 常用初等函数 taylor 级数

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · (−∞ < x < +∞)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)n−1x2n−1

(2n− 1)!
+ · · · (−∞ < x < +∞)

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · · (−∞ < x < +∞)

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)x2

2!
+ · · ·+ m(m− 1) · · · (m− n+ 1)xn

n!
+ · · · (−1 < x < 1)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1xn

n
+ · · · (−1 < x ⩽ 1)

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1x2n−1

2n− 1
+ · · · (−1 ⩽ x ⩽ 1)

arcsinx = x+
x3

6
+

3x5

40
+ · · ·+ (2n− 1)!!x2n+1

(2n)!!(2n+ 1)
+ · · · (−1 ⩽ x ⩽ 1)



7.4 常用二项式函数 Taylor 级数 (биномиальный ряд)

7.4 常用二项式函数 Taylor 级数 (биномиальный ряд)

1

1 + x
= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + · · · (−1 < x < 1)

1

(1 + x)2
= 1− 2x+ 3x2 − · · ·+ (−1)n(n+ 1)xn + · · · (−1 < x < 1)

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 + · · ·+ (−1)n−1 (2n− 3)!!

(2n)!!
xn + · · · (−1 ⩽ x ⩽ 1)

1√
1 + x

= 1− 1

2
x+

3

8
x2 − · · ·+ (−1)n

(2n− 1)!!

(2n)!!
xn + · · · (−1 < x ⩽ 1)
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第 8 章 附录：证明补充

8.1 Frullani 第二公式

定理 8.1 (Frullani 第二公式/Вторая формула Фруллани)

♡

若 f(x) ∈ C[0,+∞) 且 ∃ lim
x→+∞

f(x) < +∞，则有
ˆ ∞

0

f(αx)− f(βx)

x
dx = (f(0)− f(+∞)) ln

(
β

α

)
(α > 0, β > 0)

证明 ˆ ∞

0

f(αx)− f(βx)

x
dx = lim

ϵ→0,∆→∞

(ˆ A

ϵ

f(αx)− f(βx)

x
dx+

ˆ ∆

A

f(αx)− f(βx)

x
dx

)

=

{
ρ(ϵ, A) <∞,

f(x)

x
∈ C[ϵ, A] ⇒

ˆ A

ϵ

f(x)

x
dx = F (A)− F (ϵ)

⇒
ˆ A

ϵ

f(αx)

x
dx = F (αA)− F (αϵ)

}

= lim
ϵ→0,∆→+∞

(
F (αA)− F (αϵ)− F (βA) + F (βϵ) +

ˆ ∆

A

f(αx)− f(βx)

x
dx

)

=

{
ρ(A,∆) <∞,

f(x)

x
∈ C[A,∆] ⇒

ˆ ∆

A

f(x)

x
dx = F (∆)− F (A) ⇒

ˆ ∆

A

f(αx)

x
dx = F (α∆)

}
= lim

ϵ→+0,∆→+∞
(F (αA)− F (αϵ)− F (βA) + F (βϵ) + F (α∆)− F (αA)− F (β∆) + F (βA))

= lim
ϵ→+0

(F (βϵ)− F (αϵ))− lim
∆→+∞

(F (β∆)− F (α∆))

= lim
ϵ→+0

(ˆ β

α

f(ϵx)

x
dx

)
− lim

∆→+∞

(ˆ β

α

f(∆x)

x
dx

)

= lim
ϵ→+0

(
f(ϵη)

ˆ β

α

1

x
dx

)
− lim

∆→+∞

(
f(∆µ)

ˆ β

α

1

x
dx

)

=

(
lim

ϵ→+0
f(ϵη)− lim

∆→+∞
f(∆µ)

)
(ln(β)− ln(α))

=

{
η, µ ∈ [α, β] ⇒ lim

ϵ→+0
ϵη = 0, lim

∆→+∞
∆µ = +∞, f(x) ∈ C[0,+∞]

⇒ lim
ϵ→+0

f(ϵη) = f(0), lim
∆→+∞

f(∆µ) = f(+∞)

}
=(f(0)− f(+∞)) ln

(
β

α

)

8.2 Stirling 公式的证明（考试不考）



Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Òåîðåìà. (Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà)

Ïóñòü λ ∈ N. Òîãäà äëÿ λ! ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

îöåíêà:

λ! =

(
λ

e

)λ
·
√

2πλ (1 + γλ), (1)

ãäå γλ = 1
12λ

+ 1
228λ2 − 139

51840λ3 − 571
2448320λ4 + O

(
1
λ5

)
.

Ìû âûâåäåì äàííóþ ôîðìóëó äî 1
λ2 â γλ � ïîëó÷åíèå äàëüíåéøèõ

êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè äîñòàòî÷íî òðóäî¼ìêî, è íå ïðèâíîñèò
êàêèõ-ëèáî íîâûõ èäåé â äîêàçàòåëüñòâî.
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âûðàçèì ôàêòîðèàë ÷åðåç Ãàììà-ôóíêöèþ è ñäåëàåì çàìåíó:

λ! = Γ(λ+ 1) =

+∞∫
0

e−yyλ dy =

=

{
y = λ(1 + x) e−y = e−λe−λx

dy = λdx yλ = λλ(1 + x)λ = λλeλ ln(1+x)

}
=

=

+∞∫
−1

e−λe−λxλλeλ ln(1+x)λ dx =
λλ+1

eλ

+∞∫
−1

e−λ(x−ln(1+x)) dx =
λλ+1

eλ
J(λ).

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ìû îáîçíà÷èëè ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë êàê J(λ).
Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå íà ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

t = g(x) =

{
−
√

x − ln(1 + x), −1 < x < 0,√
x − ln(1 + x), 0 6 x < +∞.
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî åå ñâîéñòâ:

1 lim
x→−1+0

g(x) = −∞ è lim
x→+∞

g(x) = +∞.

2 Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî dg2(x)
dx

= 2g(x)g ′(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè g(x):

dg 2(x)

dx
= 1− 1

1 + x
=

x

1 + x
⇒

{
< 0, ïðè x ∈ (−1, 0),

> 0, ïðè x ∈ (0,+∞).

Íî, àíàëîãè÷íî, g(x) < 0 ïðè x ∈ (−1, 0) è g(x) > 0 ïðè x ∈ (0,+∞).
Òîãäà â ñèëó ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà 2g(x)g ′(x) = x

1+x
ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî g ′(x) > 0 ïðè x > −1, x 6= 0. Ïðè

x = 0⇒ g ′(x) = lim
x→0

g(x)−g(0)
x

=
√

2
2
. Èç ýòîãî ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü,

÷òî g(x) ↑ ïðè x > −1, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê g(x)
ôóíêöèÿ ϕ(t) = g−1(t).
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

3 g(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà (−1, 1). Äåéñòâèòåëüíî,
ôóíêöèÿ g 2(x) èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè 0 (ñ
ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè 1):

g 2(x) = x − ln(1 + x) = x −
(
x − x2

2
+ O(x3)

)
=

x2

2
+ O(x3).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè x > −1 ôóíêöèÿ h(x)
òàêàÿ, ÷òî

g 2(x) = x2h(x)⇒ g(x) = x
√

h(x).

À ïîñêîëüêó h(x) = 1
2

+ O(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé íà (−1, 1), òî è g(x) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà.

4 ϕ(t) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ýòî
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîñêîëüêó g(x)
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè 0.

6 / 16



Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó ϕ(t) ïðîáåãàåò âñå
çíà÷åíèÿ íà (−1,+∞), ∃b, c : ϕ(−a) = b è ϕ(a) = c, ò.å.
a = −g(b) = g(c). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî g(x) < 0 ïðè x ∈ (−1, 0) è g(x) > 0 ïðè
x ∈ (0,+∞), à a ∈ (0, 1), ïîëó÷àåì, ÷òî b ∈ (−1, 0) è c ∈ (0,+∞). Òîãäà

J(λ) =

+∞∫
−1

e−λg
2(x) dx =

b∫
−1

e−λg
2(x) dx +

c∫
b

e−λg
2(x) dx +

+∞∫
c

e−λg
2(x) dx =

= J1(λ) + J2(λ) + J3(λ).

Òåïåðü îöåíèì îòäåëüíî êàæäûé èç òð¼õ èíòåãðàëîâ. Íà÷í¼ì ñ ïåðâîãî.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè −1 < x < b ⇒ g(x) < g(b) â ñèëó ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè g(x). Òîãäà ïðè λ > 1⇒ λg 2(x) > λg 2(b) (íàïîìèíàåì, ÷òî
g(x) < 0 ïðè −1 < x < b), à çíà÷èò −λg 2(x) < −λg 2(b). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî

J1(λ) =

b∫
−1

e−λg
2(x) dx 6 e−λg

2(b)

b∫
−1

dx = e−λa
2

(b + 1) = O(e−λa
2

).
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ òðåòüèì èíòåãðàëîì. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïðèìåðíî òà

æå òåõíèêà. Äëÿ íà÷àëà ðàñïèøåì e−λg
2(x) = e−g2(x)(λ−1)e−g2(x). Ñíîâà â

ñèëó ìîíîòîííîñòè g(x) > g(c) ïðè x ∈ (c,+∞). Íî íà äàííîì èíòåðâàëå
ôóíêöèÿ óæå ïîëîæèòåëüíà, à çíà÷èò
g 2(x) > g 2(c)⇒ −λg 2(x) < −λg 2(c) = −λa2. Ïîëüçóÿñü ýòèì, ìîæíî
çàïèñàòü

J3(λ) =

+∞∫
c

e−λg
2(x) dx =

+∞∫
c

e−g2(x)(λ−1)e−g2(x) dx 6 e−a2(λ−1)

+∞∫
c

e−g2(x) dx .

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî
+∞∫
c

e−g2(x) dx →, ìîæíî îãðàíè÷èòü äàííûé

èíòåãðàë êàê
+∞∫
c

e−g2(x) dx 6 M. Òîãäà

J3(λ) = e−λa
2

ea
2

M = M ′e−λa
2

⇒ J3(λ) = O(e−λa
2

).
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, íà äàííûé ìîìåíò ìû èìååì

J(λ) =

c∫
b

e−λg
2(x) dx + O(e−λa

2

) = J2(λ) + O(e−λa
2

).

Ôàêòè÷åñêè ìû ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ëàïëàñà: ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â
J(λ) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x = 0. Ìû ðàçáèëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
íà 3 ÷àñòè: â îáëàñòÿõ, íå ñîäåðæàùèõ òî÷êó 0 (J1(λ) è J3(λ)), äàííûé
èíòåãðàë äîñòàòî÷íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ J2(λ). Îñòàëîñü ëèøü îöåíèòü
ýòîò ãëàâíûé èíòåãðàë. Ýòî äåëàåòñÿ ÷óòü ìåíåå òðèâèàëüíî.
Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ôóíêöèþ:

J2(λ) =

c∫
b

e−λg
2(x) dx =


t = g(x)

x = ϕ(t)

dx = ϕ′(t) dt

 =

a∫
−a

e−λt
2

ϕ′(t) dt.
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ϕ(t) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â
îêðåñòíîñòè 0, ðàçëîæèì ϕ′(t) â ðÿä Òåéëîðà:

ϕ′(t) =
2n−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!
tk + O(t2n).

Òîãäà

J2(λ) =

a∫
−a

e−λt
2

(
2n−1∑
k=0

ϕ(k+1)(0)

k!
tk + O(t2n)

)
dt.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñèììåòðè÷íîìó
îòíîñèòåëüíî 0 îòðåçêó (−a, a). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè íå÷¼òíûõ k
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå â ñóììå ñîêðàòÿòñÿ, à ïðè ÷¼òíûõ óäâîÿòñÿ.
Òîãäà, ìåíÿÿ ìåñòàìè èíòåãðèðîâàíèå è ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷àåì

J2(λ) =
n−1∑
k=0

ϕ(2k+1)(0)

(2k)!
· 2

a∫
0

e−λt
2

t2k dt + O

 a∫
−a

e−λt
2

t2n dt

 . (2)
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èññëåäóåì èíòåãðàë ïîä çíàêîì ñóììû. Äëÿ íà÷àëà ðàçîáüåì åãî íà äâà:

a∫
0

e−λt
2

t2k dt =

+∞∫
0

e−λt
2

t2k dt −
+∞∫
a

e−λt
2

t2k dt.

Îöåíèì äëÿ íà÷àëà âòîðîé èç èíòåãðàëîâ. Òóò âñå ïðàêòè÷åñêè
àíàëîãè÷íî îöåíêå J3(λ):

+∞∫
a

e−λt
2

t2k dt =

+∞∫
a

e−t2(λ−1)e−t2t2k dt 6

+∞∫
a

e−a2(λ−1)e−t2t2k dt.
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò åãî ìîæíî îãðàíè÷èòü ÷èñëîì

M. ¾Âíåñåì¿ òàêæå â êîíñòàíòó M ÷èñëî ea
2

. Òîãäà

+∞∫
a

e−λt
2

t2k dt = O(e−λa
2

).

Îñòàëîñü ëèøü ðàçîáðàòüñÿ ñ ïîñëåäíèì îñòàâøèìñÿ èíòåãðàëîì,
êîòîðûé è äàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ôàêòîðèàëà:

+∞∫
0

e−λt
2

t2k dt.

Ñäåëàåì â í¼ì çàìåíó:

+∞∫
0

e−λt
2

t2k dt. =



λt2 = x e−λt
2

= e−x

t =

√
x

λ
t2k =

xk

λk

dt =
dx

2
√
xλ


=

+∞∫
0

e−xxk− 1
2

2λk+ 1
2

dx .
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü, âûíîñÿ êîíñòàíòó 1

2λ
k+ 1

2
, ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè ãàììà-ôóíêöèþ:

+∞∫
0

e−λt
2

t2k dt =
Γ
(
k + 1

2

)
2λk+ 1

2

.

Âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå çàìåíîé äëÿ îöåíêè O â (2):

O

 a∫
−a

e−λt
2

t2n dt

 = O

 λa2∫
−λa2

e−xxn− 1
2

2λn+ 1
2

 = O

(
1

λn+ 1
2

)
.

ò.ê. â ñêîáêàõ èìååì ïðîñòîé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, êîòîðûé îãðàíè÷åí.
Íàêîíåö, ñîáèðàÿ â êó÷ó, ïîëó÷àåì, ÷òî

J(λ) = J2(λ) + O(e−λa
2

) =
n−1∑
k=0

ϕ(2k+1)(0)

(2k)!
· 2 ·

Γ
(
k + 1

2

)
2λk+ 1

2

+ O

(
1

λn+ 1
2

)
=

=
n−1∑
k=0

ϕ(2k+1)(0)

(2k)!
·

Γ
(
k + 1

2

)
λk+ 1

2

+ O

(
1

λn+ 1
2

)
.
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âû÷èñëèì ïåðâûå äâà ÷ëåíà ýòîãî ðÿäà. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ôîðìóëó, óêàçàííóþ â óñëîâèè, íóæíî âû÷èñëèòü íå òîëüêî
ïåðâûå äâà ÷ëåíà, íî è íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿÿ ÷ëåíû ðÿäà, ìîæíî ïîëó÷àòü çíà÷åíèå ôàêòîðèàëà ñî ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî ìû îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïåðâûìè
÷ëåíàìè.
Äëÿ íà÷àëà âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ãàììà-ôóíêöèè. Ïðè k = 0 èìååì
Γ
(
1
2

)
=
√
π � ýòî çíà÷åíèå ìû óæå âû÷èñëÿëè ðàíåå. Ïðè

k = 1⇒ Γ
(
3
2

)
= 1

2
Γ
(
1
2

)
=
√
π
2
.

×òî êàñàåòñÿ ïðîèçâîäíûõ ϕ(t), òî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì.
Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî

dg 2(x)

dx
=

x

1 + x
= 2g(x)g ′(x).
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüì¼ì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ïîäñòàâèì x = ϕ(t). Òîãäà g(x) = t.
Íàïîìèíàåì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ϕ(t) = g−1(x), òî g ′(x) = 1

ϕ′(t) :

ϕ(t)

1 + ϕ(t)
= 2t · 1

ϕ′(t)
⇔ ϕ(t)ϕ′(t) = 2t(1 + ϕ(t)).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà:

(ϕ′(t))2 + ϕ(t)ϕ′′(t) = 2(1 + ϕ(t)) + 2t(ϕ′(t)).

Òåïåðü ïîäñòàâèì t = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ(0) = 0 (ïîñêîëüêó g(0) = 0),

(ϕ′(0))2 = 2⇒ ϕ′(0) =
√

2.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íàõîäèì ϕ′′(0), ϕ′′′(0) è ò.ä.
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Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íàêîíåö, ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê ôàêòîðèàëó:

λ! =
λλ+1

eλ
J(λ) =

λλ+1

eλ

(
n−1∑
k=0

ϕ(2k+1)(0)

(2k)!
·

Γ
(
k + 1

2

)
λk+ 1

2

+ O

(
1

λn+ 1
2

))
=

=
λλ+1

eλ

(√
2

1
·
√
π

λ
1
2

+

√
2

6
·
√
π

2
· 1

λ
3
2

+ O

(
1

λ
5
2

))
=

=
λλ

eλ

√
2πλ

(
1 +

1

12
· 1

λ
+ O

(
1

λ2

))
.
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