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Abstract

This article consists of several notes based on the reading of Article [1], [2], [3],
[4], [5].
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1 微分流形

本章给出微分流形的定义，研究流形之间的映射及其线性化. 我们列举了许名具体
的微分流形的例子，并将 Lie 群作为重要的例子加以介绍。
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1.1 流形的定义和例子

流形是一种特殊的拓扑空间，是欧氏空间中曲线，曲面的推广，在微积分中，我们
曾研究过曲线的弧长，曲面的面积等问题，在古典微分几何中，我们进一步研究了曲线
和曲面的“弯曲”性质，发展出了重要的曲率概念，Gauss 发现，曲面的曲率实际上只
依赖于曲面的第一基本形式，这为将曲面从欧氏空间中抽象出来进行研究提供了很好的
动机. 此外，Gauss-Bonnet 定理将几何量（曲率）和拓扑量联系在一起，从而为用几何
手段研究拓扑问题提供了启发. 现代微分几何和拓扑学的主要研究对象就是流形
回忆一下，所谓拓扑空间是指

Definition 1.1 (拓扑空间). 一个配对 (X, τ) ，其中 X 为一个集合，τ 也是一个集合，
其元素都是 X 中的子集，并且满足以下条件：

1. ∅ ，X ∈ τ

2. τ 中有限个元素之交仍属于 τ

3. τ 中任意多个元素之并仍属于 τ

这样的 τ 称为 X 上的一个拓扑，τ 中的元素称为开集.

拓扑空间是点集拓扑学或一般拓扑学的主要研究对象，人们研究连续性质以及在连
续变换下保持不变的性质为了研究微分性质，必须对拓扑空间加进一步的限制，在点集
拓扑中，具有可数拓扑基的拓扑空间称为 A2 的，具有 Hausdorf 性质的拓扑空间称为
T2 的.

Definition 1.2 (第二可数). 设 X 为拓扑空间，X 的开集族 B ⊆ O 满足：对于 X 的
任意开集 U 及任意 x ∈ U，存在 B ∈ B，使得 x ∈ B ⊆ U。此时 B 称为 X 的拓扑基，
简称基。拓扑空间 X 是第二可数的（或者说满足第二可数公理，或者说满足 A2 性质）
是指空间具有至多可数的基。

Definition 1.3 (Hausdorff 性质). 假设 X 是拓扑空间。设 x 和 y 是 X 中的点。我们
称 x 和 y 可以由邻域分离，如果存在 x 的邻域 U 和 y 的邻域 V 使得 U 和 V 是不相
交的（U ∩ V = ∅），且 X 中的任意两个不同的点都可以由这样的邻域分离，那么称 X

是 Hausdorff 空间。这也是 Hausdorff 空间叫做 T2 空间或分离空间的原因。

Definition 1.4 (Cr 流形). 设 M 是具有 A2 ，T2 性质的拓扑空间：如果存在 M 的开
覆盖 {Uα}α∈Γ 以及相应的连续映射族 φα : Uα → Rn ，使得

1. φα : Uα → φα(Uα) ⊂ Rn 为从 Uα 到欧氏空间开集 φα(Uα) 上的同胚

2. 当 Uα ∩ Uβ 6= ∅ 时，如下的转换映射

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

为 Cr r ⩾ 1 ）映射，则称 M 为 Cr 流形. 定义中的 n 称为流形 M 的维数，记为
n = dimM ，为了强调流形的维数，有时也把 M 记为 Mn.
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Definition 1.5 (局部坐标系). 我们称 {Uα} 或 {(Uα, φα)} 为 M 的局部坐标覆盖，
(Uα, φα) 为一个局部坐标系，Uα 为局部坐标邻域，ψα 为局部坐标映射. 设 p ∈ Uα

，记 xi(p) 为 φα(p) 的第 i 个欧氏坐标，xi : Uα → R 为第 i 个坐标函数，有时也称
{xi} = {x1, x2, · · · , xn} 为 p 附近的局部坐标.

我们就流形的概念作一些解释：

• 如果所有的转换映射都只是 C0 （连续）的，则称 M 为拓扑流形. 当 1 ⩽ r <∞
时，称 M 为 Cr 微分流形. 如果转换映射都是无限次可微的，则称 M 为 C◦◦ 流
形或光滑流形. 当转换映射都是实解析（记为 Cω ）时，称 M 为实解析流形。

• 设 U 为 M 上的开集，φ : U → Rn 为连续映射，且 φ 的像为开集，φ 到其像
上是同胚. 如果 φ 和 φα 之间的转换映射均为 Cr 的，则称 (U,φ) 和局部坐标覆
盖 {Uα, φα} 是 Cr 相容的. 利用选择公理容易证明，对于任何一个局部坐标覆盖
{(Uα, φα)} ，均存在一个包含它的“最大”的局部坐标覆盖 g ，使得任何与 g 均
Cr 相容的局部坐标系 (U,φ) 都含于 g 之中．我们把这样的 g 称为拓扑流形 M

的一个 Cr 微分构造或微分结构。

• 存在这样的拓扑流形的例子，该拓扑流形上不存在任何相容的微分构造；另一方
面，可以证明（这是微分拓扑学的内容），给定一个 C ′ (r ⩾ 1 ）微分构造，一定
存在一个相容的 C◦◦ 微分构造. 为了方便起见，在没有明确说明的情况下下面的
微分流形是指光滑流形。

Example 1.1 (欧氏空间及其开集). 在 Rn 上取恒同映射 id : Rn → Rn ，则 Rn 成为
微分流形，恒同映射是其（整体) 坐标. 显然，Rn 中的开集也都是 n 维微分流形；一般
地，微分流形的开子集也继承了微分结构成为微分流形
我们把上面所定义的 Rn 上的微分结构称为标准微分结构. 需要注意的是，除了标准

的微分结构以外，还存在和标准微分结构不相容的其它微分结构. 例如，考虑 R1 上如
下的映射

φ : R1 → R1, φ(u) = u3, ∀ u ∈ R1.

显然 φ 为同胚，因此它定义了 R1 上的一个微分结构，它和标准的微分结构不相容.
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例 1.1.2. 单位圆周 S1

记

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} = {eiθ | θ ∈ [0, 2π]},

则 S1 为 R2 的子拓扑空间. 令

U1 = {eiθ | θ ∈ (0, 2π)}, U1 = {eiη | η ∈ (π, 3π)},

——————————————————————
则 U1 = S1 − {(1, 0)} U2 = S1 − {(−1, 0)}, 因此 S1 = U1 ∪ U2. 分别在 U1 和 U2 上

定义映射如下

φ1 : U1 → (0, 2π) ⊂ R1

eiθ 7→ θ,

φ2 : U2 → (π, 3π) ⊂ R1

eiη 7→ η,

则 φ1 和 φ2 均为同胚，且转换映射

φ2 ◦ φ−1
1 : (0, π) ∪ (π, 2π)→ (π, 2π) ∪ (2π, 3π)

为

φ2 ◦ φ−1
1 (θ) =


θ + 2π, θ ∈ (0, π),

θ, θ ∈ (π, 2π).

同理可计算 φ1 ◦ φ−1
2 ，它们均为光滑映射，因此 S1 为光滑流形

可以证明，在分类的意义下，R1 和 S1 是仅有的两个连通 1 维流形. 为了给流形分
类，我们先引入可微映射的概念
定义 1.1.2( Ck 映射). 设 f :M → N 为两个 C∗r 微分流形之间的连续映射，如果任

给 p ∈ M ，以及 q = f(p) ∈ N 附近的任一局部坐标系 (V, ψ) ，均存在 p 附近的局部
坐标系 (U,φ) ，使得 f(U) ⊂ V ，且 f 在这两个局部坐标系下的局部表示

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V )

为 Ck k ⩽ r ）映射，则称 f 为流形 M , N N N 之间的 Ck 映射。Ck 映射的全体
记为 Ck(M,N)

显然，Ck 映射的复合仍为 Ck 映射：注意，Ck 映射的定义虽然用到局部坐标系，
但由于流形定义中要求转换映射都是 Crr 的，故实际上映射的 Ck 性质不依赖于局部
坐标系的选取. 我们在以后定义其它对象的时候，如果用局部坐标系来定义则读者需注
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意验证该定义是否与局部坐标的选取无关
定义 1.1.3（微分同胚). 设 M,N 为 Cr 微分流形，f :M → N 为同胚映射如果 f 及

其逆映射 f−1 均为 C ′′ 映射，则称 f 为 C∗r 微分同胚，或简称微分同胚
当我们不加申明的时候，光滑流形之间的微分同胚指的是光滑的微分同胚. 我们不

区分微分同胚的流形. 特别地，在同一个拓扑流形上，如果两个微分结构定义
——————————————————————
出的微分流形是微分同胚的，则我们称这两个微分结构等价，我们不区分等价的微

分结构，作为习题，读者可证明上面第一例中 R1 上的两个微分结构是等价的．一般地，
Moise 等证明了维数不超过 3 的拓扑流形上存在惟一的一个微分结构. 后来 Milnor 发
现在 7 维球面上存在不同于标准微分结构的微分结构，这个结果当时在数学界引起了
不小的轰动. 进一步的研究表明在 7 维球面上一共存在 28 个不同的微分结构，它们组
成一个有限循环群. 人们也早就发现，除了 R4 以外，欧氏空间上的微分结构都是惟一
的. 后来，由于 Freedman 和 Donaldson 等人的工作，人们发现在 4 维欧氏空间上甚至
存在不可数多个不同的微分结构
设 {(Uα, φα)} 为微分流形 M 的局部坐标覆盖. 用分量表示转换映射如下

φβ ◦ φ−1
α (x) = (y1, y2, · · · , yn),

其中 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ φα(Uα ∩ Uβ) ，yi 是关于 xj 的函数 (1 ⩽ i, j ⩽ n] . 记
转换映射 φβ ◦ φ−1

α 的 Jacobian 为

J(φβ ◦ φ−1
α ) =

(
∂yi

∂xj

)
n×n

,

Jacobian 的行列式记为

det J(φβ ◦ φ−1
α )(p) =

∂(y1, y2, · · · , yn)
∂(x1, x2, · · · , xn)

(φα(p)), p ∈ Uα ∩ Uβ .

在多元微积分中，曲线和曲面上的第二型积分都涉及重要的概念：“定向”，对于微
分流形，我们将从不同的角度来介绍这个重要的概念
定义 1.1.4 (可定向流形). 设 M 为微分流形，如果存在 M 的局部坐标覆盖

{(Uα, φα)}α∈Γ ，使得当 Uα ∩ Uβ 6= ∅ 时，det J(φβ ◦ φ−1
α ) > 0 ，则称流形 M 是

可定向的，{(Uα, φα)} 为一个定向坐标覆盖. 如果不存在任何定向坐标覆盖，则称流形
M 是不可定向的
前面两个例子中的欧氏空间和单位圆周都是可定向的微分流形. 下面我们再来看一

些流形的例子
例 1.1.3. n 维环面 Tn

两个微分流形的乘积仍为微分流形，因此 Tn = S1 × S1 × · · · × S1 ′
n 个 S1 之积)

为 n 维微分流形，并且是可定向流形，称为 n 维环面
例 1.1.4. n 维球面 Sn

记
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Sn = {(x1, x2, · · · , xn+1) |
n+1∑
i=1

(xi)2 = 1}.

——————————————————————
S1.1 流形的定义和例子
S′n 为 Rn+1 中的子拓扑空间. 令

U1 = Sn − {(0, 0, · · · ,−1)}, U2 = Sn − {(0, 0, · · · , 1)}.

显然，Sn = U1 ∪ U2 . 映射 φ1 : U1 → Rn 和 φ2 : U2 → Rn 分别定义如下

φ1(x
1, x2, · · · , xn+1) = (

x1

1 + xn+1
,

x2

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1
), φ2(x

1, x2, · · · , xn+1) = (
x1

1− xn+1
,

x2

1− xn+1
, · · · , xn

1− xn+1
).

容易看出 φ1 和 φ2 均为同胚，并且转换映射 φ2 ◦ φ−1
1 : Rn − {0} → Rn − {0} 为

φ2 ◦ φ−1
1 (y1, y2, · · · , yn) = (

y1∑n
i=1(y

i)2
,

y2∑n
i=1(y

i)2
, · · · , yn∑n

i=1(y
i)2

).

因此 φ2 ◦ φ−1
1 为光滑映射，同理 φ1 ◦ φ−1

2 为光滑映射. 这说明，Sn 为 n 维光滑流
形，不难验证它是可定向的紧致连通流形
例 1.1.5. n 维实投影空间 RPn

记

RPn = (Rn+1 − {0})/ ∼,

其中，等价关系 ∼ 定义如下
x, y ∈ Rn+1 − {0}, x ∼ y ⇐⇒ < x ∼ y ⇐⇒ 存在非零实数 λ 使得 x = λ · y

即商空间 RPn 中的点可以看成经过原点的 Rn+1 中的直线. 记 x 的等价类为

[
x

x

]
定义投影映射 π : Rn+1 − {0} → RPn 为

π(x) =
[
x
]
.

RPn 商的拓扑定义为商拓扑，即
V 为 RPn 中开集 ⇐⇒ π−1(V ) 为 Rn+1 − {0} 中开集
RPn 也可以看成 Sn 的商空间

RPn = Sn/ ∼,

其中 x ∼ y 当且仅当 y = −x ．容易看出，在商拓扑下，RPn 为 A2 和 T2 的. 下面
我们说明 RPn 上有自然的微分流形结构. 为此，对 k = 1, 2, · · · , n+ 1, 令
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Uk = {[x] ∈ RPn | x = (x1, x2, · · · , xn+1), xk 6= 0},

——————————————————————
由等价关系的定义知 Uk 是定义好的开集，并且 RPn =

n+1⋃n+1
k=1 Uk

k=1
．映射 φk : Uk → Rn

定义为

φk([x]) = (x1/xk, x2/xk, · · · , xk−1/xk, xk+1/xk, · · · , xn+1/xk).

由等价关系的定义知 φk 是定义好的同胚映射，当 k 6= l 时，Uk ∩ Ul 6= ∅ ，为了计
算转换映射，记 xi/xj 为 jξ

i, 则

φl ◦ φ−1
k ( kξ

1, · · · , kξk−1, kξ
k+1, · · · , kξn+1) = ( lξ

1, · · · , lξl−1, lξ
l+1, · · · , lξn+1),

因为

lξ
h = xh/xl = (

xh

xk
)/(

xl

xk
) = kξ

h / kξ
l, h 6= l, k,

lξ
k = xk/xl = 1/(

xl

xk
) = ( kξ

l)−1,

故转换映射均为光滑映射，这说明 RPn 为光滑流形
可以证明，当 n 为奇数时，RPn 为可定向流形：当 n 为偶数时，RPn 为不可定向

流形. RPn 称为 n 维实投影空间，当 n = 2 时，也称 RP 2 为实投影平面
例 1.1.6. 流形的连通和
设 M1 和 M2 均为 n 维微分流形，取 p1 ∈ M1, p2 ∈ M2, 分别在 M1 和 M2 上

取 p1 附近的局部坐标系 (U1, φ1) 和 p2 附近的局部坐标系 (U2, φ2) ，使得 φ1(p1) =

φ2(p2) = 0 且

φ1(U1) = φ2(U2) = B2(0) = {x ∈ Rn |
n∑
i=1

(xi)2 < 4}.

记

A(
1

2
, 2) = {x ∈ Rn | 1

4
<

n∑
i=1

(xi)2 < 4},

并令 V1 = φ−1
1 (A( 12 , 2)), V2 = φ−1

2 (A( 12 , 2)) 、考虑映射

ϕ : A(
1

2
, 2)→ A(

1

2
, 2), ϕ(x) = x[

n∑
i=1

(xi)2]−1,

ϕ 为微分同胚，因而映射 φ−1
2 ◦ ϕ ◦ φ1 : V1 → V2 也是微分同胚. 商空间
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M1 − φ−1
1 (B 1

2
(0))

∐
M2 − φ−1

2 (B 1
2
(0))/ ∼

是通过粘接映射 φ2 ◦ ϕ ◦ φ−1
1 定义的，即

x ∈M1, y ∈M2, x ∼ y ⇐⇒ x ∈ V1, y ∈ V2, y = φ2 ◦ ϕ ◦ φ−1
1 (x).

——————————————————————
通过这个办法我们得到了一个新的微分流形，并且在微分同胚的意义下其微分结

构不依赖于坐标邻域的选取，记为 M1#M2 ，称为 M1 和 M2 的连通和. 不难证明
M1#M2 与 M2#M1 微分同胚，Mn#Sn 与 Mn 自身微分同胚
特别地，任给 g ⩾ 1 ，g 个 2 维环面 T 2 的连通和仍为 2 维紧致连通流形，g 个投影

平面 RP 2 的连通和也是 2 维紧致连通流形. 可以证明，加上 2 维球面，这些就是所有
的 2 维紧致连通流形了，有时又称它们为曲面或 2 维曲面
本节最后我们来介绍什么是流形的定向以及定向和流形连通性的关系. 首先有如下

简单的引理
引理 1.1.1. 连通的拓扑流形必为道路连通的
证明. 设 M 为连通的拓扑流形. ∀ p ∈M , 令
Cp = {q ∈M | 存在一条道路连接 p 和 q}
因为 p ∈ Cp 故 Cp 非空. 又由于拓扑流形局部上和欧氏空间同胚，即是局部道路连

通的，因此 Cp 为非空开集
按照定义易见，当 p 6= q 时，要么 Cp = Cq ，要么 Cp ∩ Cq = ∅ ．因此，如

果 Cp 6= M , 则 M-Cp=UCg 也是开集，这和 M 的连通性相矛盾. 这说明 Cp = M

M − Cp =
⋃
q/∈Cp

Cq 口 V p ∈M. 因此 M 是道路连通的
设 M 为微分流形，如果 M 的两个局部坐标系 (Uα, φα) (Ua,a) (Uα, φα), (Uβ , φβ)

(Ua.) (Uβ , φβ) 满足

det J(φβ ◦ φ−1
α )(p) > 0, ∀ p ∈ Uα ∩ Uβ ,

则称这两个局部坐标系是同向的. 和前面微分结构的定义类似，我们有如下定向的
定义.
定义 1.1.5（定向）. 设 M 为可定向微分流形，9 为一个定向坐标覆盖. 如果任何一

个与 g 中局部坐标系都同向的局部坐标系均包含于 g 内，则称 g 为 M 的一个定向，
由选择公理可知，任给 M 的一个定向坐标覆盖，总存在一个包含此坐标覆盖的

“最大”定向坐标覆盖，即定向. 定向这个概念很早就被数学家所意识到了，但直到
Poincareé 发明代数拓扑的时候才被大家真正认识清楚. 在学习多元函数积分的时候我
们曾用“左丰法账或“在丰法则”来决定定向代数拓扑学的发展告诉用们，定向实际上
是一个拓扑的性质 (即流形是否可定向与微分结构无关)，它由第一 Stiefel-Whitney 示
性类决定．我们在后面将从另外的角度来重新解释定向这个概念
例 1.1.7. Rn 上的不同定向，
——————————————————————
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考虑 Rn 上如下坐标映射 ρ : Rn → Rn

ρ(x) = (x1, x2, · · · , xn−1,−xn),

(Rn, ρ) 是 Rn 的一个定向坐标覆盖，它决定的定向和由恒同映射决定的定向不同一
般地，如果 {(Uα, φα)} 是流形 M 的一个定向坐标覆盖，则 {(Uα, ρ ◦ φα)} 也是定向坐
标覆盖，它们决定了两个不同的定向
引理 1.1.2. 连通的可定向微分流形恰好有两个定向，
证明. 设 g 为可定向流形 M 的一个定向. 根据上面的讨论，坐标反射 ρ 决定了另一

定向，记为 g− . 现设 D̃ 为 M 的另一定向，我们来定义函数 f :M → R 任给 p ∈M ，
则存在局部坐标系 (U,φ) ∈ G 和 (V, ψ) ∈ D̃ ，使得 p ∈ U ∩ V. 令

f(p) = det J(ψ ◦ φ−1)(p)| det J(ψ ◦ φ−1)(p)|−1.

由于 g 和 g̃ 均为定向，故 f(p) 与局部坐标的选取无关，是 M 上定义好的局部常值
函数. 如果 M 是连通的，则 f 为常值函数，从而 f ≡ 1 或 f ≡ −1 当 f ≡ 1 时 g̃ = Z ；
当 f ≡ −1 时，D̃ = D− 口
推论 1.1.3. 设 g 为流形 M 的一个定向，(U,φ) 为 M 的一个局部坐标系. 如果 U 连

通，则要么 (U,φ) ∈ D ，要么 (U,φ) ∈ D−

习题 1.1
1. 如果 M M M , N N N 均为 Crr 流形，则 M ×N 也是 Crr 流形，且

dimM ×N = dimM + dimN.

2. 证明，在本节第一例中，R1 上的两个不相容微分构造定义出的微分流形是微分同
胚的

3. 按照定义说明微分流形的局部坐标映射实际上是从坐标邻域到其像的微分同胚.
4. 证明，微分同胚的流形具有相同的维数 5. 证明微分流形转换映射的 Jacobian

行列式在定义域内是处处非零的 6. 证明，如果流形 M M M , N N N 均可定向，则
M ×N 也是可定向流形；反之，如果 M ×N 可定向，则 M 和 N 都是可定向的

——————————————————————
1.2���
7. 通过计算转换映射的 Jacobian 行列式证明 n 维球面都是可定向的微分流形 8. 证

明，如果微分流形被两个局部坐标邻域所覆盖，并且它们的交集连通，则该流形必定是
可定向的 9. 将上一题推广至三个坐标邻域，此时如何判断流形是否可定向？更多的坐
标邻域呢？10. 证明奇数维的实投影空间是可定向的微分流形，并证明投影平面不可定
向 11. 证明，可定向微分流形的连通和仍可定向；不可定向情形如何？

81.2 子流形
前一节我们按照定义列举了微分流形的一些例子. 为了得到更多的例子，我们来研

究流形之间的映射，其中一个重要的工具就是逆映射定理．我们先看一个简单的例子
例 1.2.1. 可逆线性映射
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考虑线性映射 A : Rn → Rn. 从线性代数我们知道
A 可逆 ⇐⇒ detA 6= 0 ⇐⇒ A 为单射
从微分流形的角度，我们也可以说 A 是微分同胚当且仅当 A 是满秩的
Rn 到自身的线性映射可用矩阵表示，矩阵可看成 Rn2

中的元素，因而可以定义范
数. 如果 B : Rn → Rn 为线性映射，范数 ‖B‖ < 1 则 In − B 可逆，其中 In 为单位矩
阵. 事实上，设 (In −B)x = 0 则

‖x‖ = ‖Bx‖ ⩽ ‖B‖‖x‖, (1− ‖B‖)‖x‖ ⩽ 0.

即 x = 0 ，In −B 为单射，从而为线性同构
定义 1.2.1(映射的秩). 设 f : M → N 为两个微分流形之间的 Ck (k ⩾ 1) 映射，

p ∈M ，q = f(p) ∈ N ．分别取 p 附近的局部坐标系 (U,φ) 以及 q 附近的局部坐标系
(V, ψ) ，令

rankpf = rankJ(ψ ◦ f ◦ φ−1)(φ(p)),

称为 f 在 p 处的秩
请读者自行验证上述映射秩的定义与局部坐标系的选取无关，是定义恰当的量. 下

面的定理本质上就是多元函数的反函数定理
——————————————————————
定理 1.2.1 (逆映射定理). 设 f : Mn → Nn 为微分流形之间的 Ck k ⩾ 1 映射，且

rankp f = n ：则存在 p 的开邻域 U 和 q = f(p) 的开邻域 V ，使得 f |U : U → V 为
Ck 的微分同胚
证明. 因为要证明的是局部结果，我们不妨假设 Mn = Nn = Rn ，p = q = 0 通

过复合一个可逆的线性映射，我们也不妨假设 f 在原点的 Jacobian 为单位矩阵即
Jf(0) = In . 这时，在原点附近 f 是恒同映射的小扰动，扰动项可定义为

g : Rn → Rn, g(x) = f(x)− x, x ∈ Rn.

由 Jg(0) = 0 知存在 ϵ > 0 ，使得

‖Jg(x)‖ ⩽ 1

2
, ∀ x ∈ Bϵ(0).

由多元向量值函数的拟微分平均值定理，有

‖g(x1)− g(x2)‖ ⩽ ‖Jg(ξ)‖‖x1 − x2‖ ⩽
1

2
‖x1 − x2‖, ∀ x1, x2 ∈ Bϵ(0).

设 y ∈ B 5
2
(0) ，我们来解方程

f(x) = y, x ∈ Bϵ(0).

这等价于在 Bϵ(0) 中寻求 gy(x) = x + y − f(x) 的不动点．我们利用压缩映像原理
来找不动点，首先有
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‖gy(x)‖ ⩽ ‖y‖+ ‖g(x)‖ <
ϵ

2
+

1

2
‖x‖ ⩽ ϵ, ∀ x ∈ Bϵ(0).

这说明 gy(Bϵ(0)) ⊂ Bϵ(0) 映射 gy : Bϵ(0)→ Bϵ(0) ⊂ Bϵ(0) 为压缩映射：

‖gy(x1)− gy(x2)‖ = ‖g(x2)− g(x1)‖ ⩽
1

2
‖x1 − x2‖, ∀ x1, x2 ∈ Be(0).

从而 (1.1) 在 B̄ϵ(0) 中有惟一的解，记为 xy. 由 (1.2) 知 xy ∈ Bϵ(0)
记 U = f−1(B ϵ

2
(0)) ∩ Bϵ(0), V = B ϵ

2
(0), V = B(0) V = B a

2
(0) 则上面的论述表明，

f |U : U → V 为一一的 Ck 映射，其逆 h(y) = xy 满足方程

y − g(h(y)) = h(y).

我们有
(1) h : V → U 为连续映射：当 y1, y2 ∈ V 时

‖h(y1)− h(y2)‖ ⩽ ‖y1 − y2‖+ ‖g(h(y1))− g(h(y2))‖

⩽ ‖y1 − y2‖+
1

2
‖h(y1)− h(y2)‖.

——————————————————————
S1.2 子流形
从而 ‖h(y1)− h(y2)‖ ⩽ 2‖y1 − y2‖, 即 h 为 Lipschitz 连续映射
(2) h : V → U 为可微映射：设 y0 ∈ V ，则对 y ∈ V 有

h(y)− h(y0) = (y − y0)− [g(h(y))− g(h(y0))]

= (y − y0)− Jg(h(y0)) · (h(y)− h(y0)) + o(‖h(y)− h(y0)‖).

由 (1) 就得到

[In + Jg(h(y0))] · (h(y)− h(y0)) = (y − y0) + o(‖y − y0‖),

即

h(y)− h(y0) = [In + Jg(h(y0))]
−1 · (y − y0) + o(‖y − y0‖).

(3) h : V → U 为 Ck 映射. 事实上，由 (2) 知

Jh(y) = [In + Jg(h(y0))]
−1 = [Jf(h(y))]−1, ∀ y ∈ V.

由 f 为 Ck 映射及上式可依次提升 h 的可微次数，最后就知道 h 为 Ck 映射．我们
将利用逆映射定理来研究一些特殊映射的局部性态
定义 1.2.2(浸入，嵌入和淹没). 设 f : Mm → Nn 为微分流形之间的 Ck (k ⩾ 1)
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映射. 如果 rankp f ≡ m, ∀ p ∈ M , ，则称 f 为 Ck 浸入 (immersion)；如果 f 为 Ck

浸入，且 f 是从 M 到其像 f(M) 上的同胚，则称 f 为 Ck 嵌入（embedding) 如果
rankp f ≡ n, ∀ p ∈M , ∀ p ∈M ∀ p ∈M 则称 f 为 Ck 淹没（submersion)
当我们不强调映射的可微次数时，通常简称上述儿种映射分别为浸人，嵌人利淹没.

下面我们来举几个例子
例 1.2.2. 不是单射的浸入
考虑映射 f : R1 → R2

f(t) = (cos t, sin t), t ∈ R1.

易验证 rank f ≡ 1 ，因此 f 为光滑浸入. 显然，f(R1) = S1 ，f 不是单射，因此不
是嵌入.
例 1.2.3. 单浸入，但不是嵌入的例子，
考虑映射 f : R1 → R2

f(t) = (
t3 + t

t4 + 1
,
t3 − t
t4 + 1

), t ∈ R.

f 为单射，且 rankf ≡ 1 . 因此 f 为一个单浸入，但它也不是嵌入，因为 f(R1) 为
R2 中的双纽线 (x2 + y2)2 = x2 − y2, 双纽线为紧致子集

——————————————————————
例 1.2.4. 环面的嵌入
考虑映射 f : T 2 = S1 × S1 → R3

f(eiθ, eiϕ) = ((a+ b cosϕ) cos θ, (a+ b cosϕ) sin θ, b sinϕ), θ, ϕ ∈ [0, 2π].

f 为光滑嵌入，其像为 R3 中的轮胎面
例 1.2.5. 标准嵌入.
设 m ≤ n, 考虑映射 f : Rm → Rn

f(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0).

显然 f 为光滑嵌入
例 1.2.6. 标准淹没
设 m ⩾ n, 考虑映射 f : Rm → Rn

f(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xn).

显然 f 为光滑淹没
定理 1.2.2(浸入的局部标准型). 设 f : Mm → Nn 为微分流形之间的浸入则对任意

p ∈M ，存在 p 附近的局部坐标系 (U,φ) 以及 q = f(p) 附近的局部坐标系 (V, ψ) ，使
得 f 的局部表示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) 形如例 1.2.5 中的映射，即
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ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0).

证明. 因为要证明的是一个局部的结果，如同逆映射定理的证明那样，不妨设
M = Rm ，N = R∗ ，p = 0 ，q = 0 . 用分量形式表示映射 f 为

f(x) = (f1(x
1, x2, · · · , xm), f2(x

1, x2, · · · , xm), · · · , fn(x1, x2, · · · , xm)).

由假设，矩阵

(
∂fi
∂xj

)
1 ≤0 i ≤0 n

1 ≤0 j ≤0 m

秩为 m. 通过调整坐标次序，我们可以假设矩阵

(
∂fi
∂xj

)
1 ≤0 i ≤0 m

1 ≤0 j ≤0 m

在 0 处非退化. 定义映射 g : Rn → Rn 如下

g(x1, x2, · · · , xn) = (f1, f2, · · · , fm, fm+1 + xm+1, fm+2 + xm+2, · · · , fn + xn).

——————————————————————
1.2���
在 0 处 g 的 Jacobian 形如 ( ∂fi∂xj

)
m×m

0

In−m


因而在原点处非退化. 由逆映射定理，存在原点的开邻域 U ′ 及 V. 使得 g|U ′ : U ′ →

V 为微分同胚. 记 g|U ′ 之逆为 ψ : V → U ′ ，则 (V, ψ) 为 0 ∈ Rn 附近的局部坐标系令

U = {(x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm | (x1, x2, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0) ∈ U ′},

则 U 为 0 ∈ Rm 的局部坐标邻域，于是 f |U : U → V 有如下局部表示

ψ ◦ f : U ⊂ Rm → U ′ ⊂ Rn

(x1, x2, · · · , xm) 7→ ψ(f1, f2, · · · , fn) = (x1, x2, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0).
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这就证明了我们所要的结果
由浸入映射的局部标准型立即得到如下推论
推论 1.2.3. 微分流形之间的浸入映射在局部上必为嵌入
类似地，我们也可以得到淹没的局部标准型
定理 1.2.4(淹没的的局部标准型). 设 f :Mm → Nn 为微分流形之间的淹没. 则对任

意 p ∈M ，存在 p 附近的局部坐标系 (U,φ) 以及 q = f(p) 附近的局部坐标系 (V, ψ) ，
使得 f 的局部表示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) 是标准的淹没，即

ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xn).

这个定理的证明同样是应用逆映射定理，我们留给读者完成（可参考下面关于常秩
映射的内容）这里仅罗列一个可以立即得到的推论
推论 1.2.5. 微分流形之间的淹没映射必为开映射，即将开集映为开集，
定义 1.2.3（子流形). 设 M M M , N N N 为微分流形，作为集合，M ⊂ N ．如果

包含映射 i : M → N 为浸入，则称 M 为 N 的浸入子流形或子流形；如果包含映射
i :M → N 为嵌入，则称 M 为 N 的正则子流形
我们要特别提醒读者注意的是，浸入子流形的拓扑一般来说不是从母流形诱导而来

的，比如在例 1.2.2 中我们可以视双纽线为平面 R2 的浸入子流形，但其拓扑不是 R2

的子拓扑
引理 1.2.6. 设 M ，N 为微分流形，f :M → N 为单的浸入映射，在 f(M) 上通过

f 定义一个微分结构，使得 f :M → f(M) 为微分同胚，则 f(M) 为 N 的浸入子流形.
如果进一步，f 为嵌入，则 f(M) 为 N 的正则子流形

——————————————————————
证明. 记 i : f(M)→ N 为包含映射. 考虑复合映射

f :M → f(M)
i→ N,

由于 f : M → f(M) 为微分同胚，故 i : f(M) → N 为单浸入，从而 f(M) 为浸入
子流形. 如果 f :M → N 为嵌入，则 i : f(M)→ N 为嵌入，从而 f(M) 为正则子流形
口
根据这个引理，当 f : M → N 为单浸入时，我们也称 M 为 N 的浸入子流形而当

f :M → N 为嵌入时，我们也称 M 为 N 的正则子流形
定理 1.2.7(正则子流形的结构). 微分流形 Mm 为 Nn 的正则子流形 ⇐⇒ M 为 N

的子拓扑空间，且对任意 p ∈ M ，存在 N 中含有 p 的局部坐标邻域 U 和坐标映射
{x1, x2, · · · , xn} 使得

M ∩ U = {q ∈ U | xi(q) = 0, m+ 1 ⩽ i ⩽ n}.

证明. (=⇒) 设 M 为 N 的正则子流形，则包含映射 i : M → N 为嵌入. 由嵌入的
定义即知 M 的流形拓扑和它从 N 诱导的子拓扑一致. 根据浸入的局部标准型，任给
p ∈ M , 在 M 和 N 上分别存在含 p 的局部坐标邻域 (U1, φ) 和 (V1, ψ) 使得 U1 ⊂ V1,
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且

ψ ◦ φ−1 : φ(U1) ⊂ Rm →
ψ(V1) ⊂ Rn

(x1, x2, · · · , xm) 7→
(x1, x2, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0).

映射 ψ 用分量表示为 ψ(q) = (x1(q), x2(q), · · · , xn(q)), q ∈ V1. 令

U ′ = {q ∈ V1 | (x1(q), x2(q), · · · , xm(q)) ∈ φ(U1)} ⊂ V1,

因为 M 为 N 的子拓扑空间，故我们可取 N 中含有 p 的开邻域 U ⊂ U ′, 使得

M ∩ U ⊂ U1.

我们把 V1 上的坐标映射限制到 U 上作为 U 上的坐标映射．当 q ∈ M ∩ U 时，
q ∈ U1. 根据 U1 和 V1 的选取，xi(q) = 0 ，m+ 1 ⩽ i ⩽ n. 即

M ∩ U ⊂ {q ∈ U | xi(q) = 0, m+ 1 ⩽ i ⩽ n}.

另一方面，设 q ∈ U , 且 xi(q) = 0 ，m+ 1 ⩽ i ⩽ n 由 U ⊂ U ′ 知

(x1(q), x2(q), · · · , xm(q)) ∈ φ(U1).

——————————————————————
81.2 子流形
记 q′ = φ−1(x1(q), x2(q), · · · , xm(q)) ∈ U1, 则

ψ(q′) = ψ ◦ φ−1(x1(q), x2(q), · · · , xm(q))

= (x1(q), x2(q), · · · , xm(q), 0, 0, · · · , 0)

=
(
x1(q), x2(q), · · · , xm(q), xm+1(q), xm+2(q), · · · , xn(q)

)
= ψ(q).

这说明 q = q′ ∈ U1 ⊂M 即

{q ∈ U | xi(q) = 0, m+ 1 ⩽ i ⩽ n} ⊂M ∩ U.

这就得到了欲证等式的证明
⇐⇒ 如果 M 满足题设，则首先在 M 取子拓扑，其次把 M ∩ U 上的局部坐标取

为 N 在 U 上局部坐标的前 m 个分量，则容易验证 M 为微分流形，且 M 到 N 口的
包含映射为嵌入
下面的定理给出了一大类正则子流形的构造方法
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定理 1.2.8(常秩映射). 设 f :Mm → Nn 为微分流形之间的光滑映射. 如果存在常数
1，使得 rankp f = l p ∈M ，则对每个固定的 q ∈ N ，q 在 f 下的原像

f−1(q) = {p ∈M | f(p) = q}

要么为空集，要么为 M 的正则子流形，其维数为 m− l
证明记 S = f−1(q) ，设 S 不是空集，p ∈ S 我们将证明存在 p 附近在 M 上的

局部坐标系 (U,φ) 以及 q 附近在 N 上的局部坐标系 (V, ψ) ，使得 φ(p) = 0 ∈ Rm

ψ(q) = 0 ∈ Rn ，f(U) ⊂ V ，且 f 的局部表示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) 形如

ψ◦f◦φ−1(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xl, gl+1(x1, x2, · · · , xl), · · · , gn(x1, x2, · · · , xl)).

这个等式的证明和前面浸入映射的标准型的证明类似，不妨设 M = Rm ，N = Rn

p = 0 ∈ Rm ，q = 0 ∈ Rn . f 用分量表示为

f(x1, x2, · · · , xm) = (f1(x
1, x2, · · · , xm), · · · , fn(x1, x2, · · · , xm)).

由假设，矩阵

(
∂fi
∂xj

)
1 ≤2 i ≤2 n

1 ≤2 j ≤2 m

秩为 1. 通过调整坐标次序，不妨设矩阵

(
∂fi
∂xj

)
1≤i≤l
1≤j≤l

——————————————————————
在原点非退化. 定义映射 g : Rm → Rm 为

g(x1, x2, · · · , xm) = (f1, f2, · · · , fl, xl+1, · · · , xm).

g 在原点处的 Jacobian 形如 (∂fk∂xj

)
l×l

∗

0 Im−l


因而在原点是非退化的．由逆映射定理，存在 0 ∈ Rm 的开邻域 U 和 V 使得

g|U : U → V 为微分同胚，不妨设 V 为凸邻域，记 g|U 为 φ ，则 φ 为 p = 0 附近的局
部坐标映射. 在此局部坐标映射下，f 的局部表示 f ◦ φ−1 形如

f ◦ φ−1(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xl, gl+1, · · · , gn),
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其中 gi (l + 1 ⩽ i ⩽ n) 为 (x1, x2, · · · , xm) 的函数. 由 rankJ(f ◦ φ−1)|V ≡ l 知

∂gi

∂xj
= 0, ∀ l + 1 ⩽ i ⩽ n, l + 1 ⩽ j ⩽ m.

由 V 为凸域知

gi = gi(x1, x2, · · · , xl), l + 1 ⩽ i ⩽ n.

从而有

S ∩ U = {s ∈ U | f(s) = 0}

= {s ∈ U | x1(s) = · · · = xl(s) = 0,

gl+1(x1(s), · · · , xl(s)) = · · · = gn(x1(s), · · · , xl(s)) = 0}

= {s ∈ U | x1(s) = · · · = xl(s) = 0}

口由正则子流形的结构定理即知 S 为 M 的正则子流形，且维数为 m− l
注. 由定理的证明知，只要在 f−1(q) 的某个开邻域内 rank f 为常数就可以说明

f−1(q) 为正则子流形．因为矩阵在微扰之下秩不会变小，因此当 rank f 在 f−1(q) 上恒
为 n 时，rankf 在 f−1(q) 的开邻域内也恒为 n ，因而 f−1(q) 是维数为 m− n 的正则
子流形，此时我们称 q 为 f 的正则值. 为了方便起见，当 f−1(q) 为空集时世说 q 为正
则值
例 1.2.7. 二次型决定的超曲面
设 A 为非退化的 n+ 1 阶实对称矩阵，其二次型定义了一个光滑函数 φA

φA(x
1, x2, · · · , xn+1) =

n+1∑
i,j=1

aijx
ixj ,

当 s 6= 0 时，φ−1
A (s) 要么为空集，要么为 Rn+1 中维数为 n 的正则子流形 (超曲面)

例如，n 维球面就可以通过取 A 为单位矩阵得到
——————————————————————
1.2���
例 1.2.8. 特殊线性群 SL(n,R)
我们将 n 阶实方阵看成 Rn2

中的点，n 阶实方阵全体 Mn×n 等同于 Rn2

，考虑函
数 f : Mn×n → R ，f(A) = detA. 、根据行列式的定义，f 为光滑映射．我们来说明
rankf 在 SL(n,R) = f−1(1) 上秩为 1. 事实上，记 Eij (1 ⩽ i, j ⩽ n) 为在 (i, j) 位置为
1, 其它位置为 0 的 n 阶方阵，Eij 可视为 Rn2

中的一个单位向量，沿 Eij 求多元函数
f 的偏导数如下：

∂f

∂Eij
(A) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(A+ tEij) = Aij ,

其中 Aij 是矩阵 A 在 (i, j) 位置的代数余子式. 因此，如果 detA 6= 0 ，则上述偏导
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数不全为零. 特别地，f 在 SL(n,R) 上秩为 1，因而 SL(n,R) 是维数为 n2 − 1 的正则
子流形
例 1.2.9. 一类二维曲面
考虑光滑映射 F : R3 → R ，F (x, y, z) = (x2 + y2)2 + z2 ．显然，当 p 6= 0 时

rankp F = 1 因此当 r > 0 时，Sr = F−1(r2) 为 R3 中正则子流形. 请读者自行验证所
有的 Sr 都和 2 维球面 S2 微分同胚
习题 1.2
1. 叙述隐函数定理，并用逆映射定理证明之
2. 双纽线能成为 R2 的正则子流形吗？说明你的理由
3. 说明 {(x, y) ∈ R2 | y2 = x2(x+ 1)} 为 R2 的浸入子流形，并画出它的图像
4.设 α为正无理数，考虑映射 f : R1 → S1 × S1 f : R1 → S1×S1 f : R1 → S1×S1,

f(t) = (ei2πt, ei2παt) 证明 f 为单浸入，且其像在 S1 × S1 中稠密；推广这个结果，证
明存在单浸入 f : R1 → Tn 使得 f(R1) 在 Tn 中稠密

5. Sn 能否嵌入到 Rn 中
6. 通过把平面上的一个圆周绕某个坐标轴旋转得到 2 维环面到 R3 的嵌入. 推广这

一过程，证明 n 维环面均可嵌入到 Rn+1 中
7. 证明，Crk 映射限制到正则子流形上仍为 Ck 映射
8. 设 f :M → N 为微分流形之间的光滑映射，证明 f 的图像

Γf = {(p, q) ∈M ×N | f(p) = q}

为乘积流形 M ×N 的正则子流形
——————————————————————
9. 设 f : M → M 为微分流形到自身的光滑映射，且 f ◦ f = f. 证明，如果 M 连

通，则 f(M) 为 M 的正则子流形
10. 在关于常秩映射的定理中，进一步证明在适当的局部坐标系中，f 的局部表示形

如

(x1, x2, · · · , xm) 7→ (x1, x2, · · · , xl, 0, 0, · · · , 0).

这个结果称为秩定理 (RankTheorem)
11. 考虑 R3 中如下集合

{(x, y, z) ∈ R3 | [y2 + x(x− 1)]2 + z2 = r2},

证明，当 r > 0 充分小时，上面的集合为正则子流形，且微分同胚于 T 2. 一般地，设
g > 1, 令

Pg(x) = x(x− 1)2(x− 2)2 · · · (x− g + 1)2(x− g),

Pg 是关于 x 的次数为 2g 的多项式. 试说明当 r > 0 充分小时，
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{(x, y, z) ∈ R3 | (y2 + Pg(x))
2 + z2 = r2}

为紧致连通的正则子流形
81.3 单位分解
在前一节中，通过研究映射的局部性态我们可以得到微分流形的许多例子，特别是

在欧氏空间中可以构造丰富的例子. 通过继续研究一类特殊的映射，本节将说明任何抽
象的微分流形都可以视为欧氏空间中的正则子流形. 我们要用到的工具是所谓的单位分
解，即把 1 这个常值函数分解为若干光滑函数的和，要求这些光滑函数分别只在指定的
开集内不为零. 我们先从一个例子开始
例 1.3.1. 一个特殊的光滑函数
考虑一元函数 φ : R→ R

φ(x) =


e−

1
x , x > 0

0, x ⩽ 0.

这个函数在整个 R 上都是光滑函数：只要归纳地在 0 处计算 e−
1
α 的各阶右导数发

现它们均为零即可
从这个例子出发，下面我们来构造一些特殊的光滑函数
——————————————————————
81.3 单位分解
引理 1.3.1（鼓包函数）.（1）在 R1 上存在光滑函数 h : R→ R ，使得

h(x) = 0, ∀ |x| ⩾ 1; h(x) ∈ (0, 1], ∀ x ∈ (−1, 1); h(x) = 1, ∀ x ∈ [−1

2
,−1

2
].

(2）在 Rn 上存在光滑函数 f : Rn → R, 使得

f(x) = 0, ∀ ‖x‖ ⩾ 1; f(x) ∈ (0, 1], ∀ ‖x‖ < 1; f(x) = 1, ∀ ‖x‖ ⩽ 1

2
.

证明.(1）设 φ 为第一例中的光滑函数，令 g : R→ R 为

g(x) =
φ(x)

φ(x) + φ(1− x)
, x ∈ R.

则 g 也是光滑函数，且
x ⩽ 0 时 g(x) = 0; 0 < x < 1 时 g(x) > 0; x ⩾ 1 时 g(x) =l
再令 g1 : R→ R 为

g1(x) = g(2x+ 2), x ∈ R,

则 g1 为光滑函数，且
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g1(x) = 0; −1 < x < −1

2
时 g1(x) > 0; x ⩾ −1

2
时 g1(x) = 1.

最后，令 h : R→ R 为

h(x) = g1(|x|) =


g1(x), x ⩽ 0

g1(−x), x > 0

则 h 即为所求光滑函数
(2) 令 f : Rn → R 为

f(x) = h(‖x‖), x ∈ Rn,

其中 h 为 (1) 中光滑函数，‖ · ‖ 为 Rn 中的标准范数. 注意到在原点附近 f 恒为 1
口故 f 为整个 Rn 上的光滑函数，且满足我们的要求
这个引理中的光滑函数的特点是只在某个开邻域上非零，这样的函数有时也称为截

断函数. 我们回忆一下函数支集的定义：设 φ(x) 为 M 上的实函数，令

suppφ = {x ∈M | φ(x) 6= 0},

称 suppφ 为函数 φ 的支集，函数在其支集外为零
下面我们引入单位分解的概念，在此之前我们再回忆一下局部有限这个概念给定拓

扑空间上的子集族 {Aα} ，如果对于拓扑空间中的任意一点，均存在这个点的一个开邻
域，使得此开邻域只和有限个 Aα 有非空交，则称 {Aα} 为局部有限的子集族.

——————————————————————
定义 1.3.1(单位分解). 设 {Uα} 为微分流形 M 的开覆盖. 如果存在至多可数的光滑

函数族 {gi :M → R} 满足以下条件
(1) 0 ⩽ gi(x) ⩽ 1, ∀ x ∈ M , (2）对每一个 gi ，均存在 α(i) ，使得 supp gi ⊂ Uα(i)

(3) {suppgi} 为 M 上的局部有限子集族，∑
i

gi(x) ≡ 1, ∀ x ∈M.

则称为 {gi} 为从属于开覆盖 {Uα} 的一个单位分解
下面我们说明微分流形上的单位分解总是存在的
引理 1.3.2（穷竭）. 对于任何微分流形，均存在一列开集 Gi 使得 Ḡi 都是紧致的，

且

Ḡi ⊂ Gi+1, i ⩾ 1;
⋃
i

Gi =M.

证明. 如果流形 M 是紧致的，则没有什么需要证的．一般地，任给 x ∈M ，我们取
包含 x 的局部坐标邻域 Vx ，使得 V̄x 是紧致的．由于 M 具有可数的拓扑基根据点集
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拓扑学中的 Lindelof 引理，存在至多可数个 xi ，使得 {Vxi} 为 M 的开覆盖. 下面我们
递归地定义开集 Gi ：首先，令 G1 = Vx1 . 假设 G1, G2, · · · , Gi 均已定义好，则考虑紧
致集合 UG，必定存在 I ，使得

⋃
k⩽i

Ḡi ⊂
⋃
j⩽I

Vxj
,

令 Gi+1=UV，不难看出 {Gi} 即为满足要求的一列开集
定理 1.3.3（单位分解的存在性）. 对于微分流形 M 的任何开覆盖 {Uα}: ，均存在

从属于它的单位分解
证明. 设 Gi 为上一个引理中的一列开集 (穷竭)，令 Ai = Ḡi − Gi−1 (G0 = ∅).

(G0 = ∅) (G0 = ∅) Ai 为紧致闭集，且 {Ai} 为 M 的一个覆盖. 固定一个 Ai ，任给
x ∈ Ai ，选取 x 的局部坐标系 (Ux, φx) ，使得

(1) φx(Ux) = B2(0) (2) 存在 α(x) ，使得 Ux ⊂ Uα(x)

Ux ∩Aj = ∅, ∀ |j − i| > 1.

设 f 为引理 1.3.1 中定义的 Rn 上的鼓包函数，定义函数 fx :M → R 为

fx(p) =


f(φx(p)), p ∈ Ux,

0, p ∈M − Ux.
——————————————————————
81.3 单位分解
显然 fx 为 M 上的光滑函数. 令 Vx = φ−1

x (B 1
2
(0)) 则 fx(p) = 1, ∀ p ∈ Vx. V p � V

∀ p ∈ Vx 由于 Ai 是紧致集合，故存在 Ai 中的有限个点 xi1, x
i
2, · · · , xik(i), 使得

Ai ⊂
⋃

j⩽k(i)
Vxi

j
.

根据上面局部坐标邻域的选取我们知道，{suppfxii} 是局部有限的，因此和函数

ψ(x) =
∑
j⩽k(i)

fxi
j

为 M 上定义好的光滑函数，并且在 M 上恒为正. 从而 {fxi
j
ψ−1} 为所求的从属于

开覆盖 {Uα} 的单位分解口
注. 从上面的证明可以看出，我们构造的单位分解中的光滑函数的支集都是紧致

的. 另外，我们找到的开覆盖 {Uxi
j
，j ⩽ k(i)} 是开覆盖 {Uα} 的一个局部有限的加细

(fine). 记 Γ′ = {α(xij), j ⩽ k(i)}, j�k(i) j ⩽ k(i)} 当 α ∈ Γ′ 时，令

gα =
∑

α(xi
j)=α

fxi
j
ψ−1,
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当 α /∈ Γ′ 时，令 gα = 0 则 {gα} 为 M 上的光滑函数族，0 ⩽ gα ⩽ 1,
∑
α gα = 1, 且

supp gα ⊂ Uα ．有时也称 {gα} 为从属于 {Uα} 的 (广义) 单位分解
下面来介绍单位分解的一些初步的应用
定理 1.3.4（Whitney）. 任意紧致微分流形 Mn 均可嵌入到某个欧氏空间 RN 中.
证明. 因为 M 是紧致的，故象证明单位分解的存在性那样，我们可取 M 的有限个

局部坐标系 {(Ui, φi), 1 ⩽ i ⩽ k} 使得 φi(Ui) = B2(0) ，且 {Vi = φ−1
i (B 1

2
(0))} 为 M

的开覆盖. 如前那样，在 M 上定义光滑函数 fi ，使得

fi|Vi
≡ 1, suppfi ⊂ φ−1

i (B1(0)).

定义 F :M → Rkn × Rk 为

F (x) = (f1(x)φ1(x), f2(x)φ2(x), · · · , fk(x)φk(x), f1, f2, · · · , fk),

其中，通过零延拓，我们将 fiφi 视为 M 上的光滑函数
(1) F 为单射．事实上，如果 F (x) = F (y) ，则 fi(x) = fi(y), 1 ⩽ i ⩽ k. 1 �i�k

1 ⩽ i ⩽ k 设 x ∈ Vi ，则 fi(x) = 1 ，从而 fi(y) = fi(x) = 1 ，因此由 fi(x)φi(x) =
fi(y)φi(y) 知 φi(x) = φi(y) ，即 x = y

——————————————————————
(2) F 的 Jacobian 非退化. 事实上，由于在 Vi 上 fi 恒为 1，故由 F 的定义即知 F

在 Vi 上为嵌入
现在我们得到了从 M 到 RN N = k(n+ 1) 的一个单的浸入 F ，由于 M 为紧口致

流形，容易知道此时的单浸入 F 必为嵌入
注. 在 F 的定义中，可以把 F 的最后 k 个坐标取为从属于 {Vi} 的单位分解这样可

以将 M 嵌入到 k(n + 1) − 1 维欧氏空间中．一般地，如果流形 M 能被有限个局部坐
标邻域覆盖，则根据上面的构造，M 可以单浸入到欧氏空间中. 事实上可以证明，任何
n 维微分流形必定可以被至多 n+ 1 个局部坐标邻域所覆盖，因而可以单浸入到欧氏空
间中. 不过 Whitney 在 1944 年就已证明任何 n 维光滑流形均可嵌入到 R2n 中
命题 1.3.5（光滑延拓）.（1）设 A 为微分流形 M 上的闭集，如果 U 为 A 的开邻

域，则存在光滑函数 ϕ :M → R ，使得 ϕ|A ≡ 1 ，suppϕ ⊂ U
(2) 设 B 为 M 的子集，f : B → R 为实函数. 如果对任意 x ∈ B ，均存在开邻域

Ux ，以及光滑函数 fx : Ux → R ，使得 fx|B∩Ux
= f |B∩Ux

，则存在 B 的开邻域 V 以
及光滑函数 f̄ : V → R ，使得 f̃ |B = f

证明.(1) 考虑 M 的开覆盖 {U,M − A} ，设 {ϕ, ψ} 为从属于它的单位分解，则由
suppψ ⊂M −A 知 ψ|A = 0 ，从而 ϕ|A = 1 . ϕ 就是欲求的函数

(2) 考虑 V = ∪
x∈B

Ux ，{Ux, x ∈ B} 为 V 的开覆盖，设 {gi} 为从属它的单位分解对
每个 i 取定 xi ∈ B 使得 supp gi ⊂ Uxi . 则 gifxi 可零延拓为 V 上的光滑函数，令

f̃(x) =
∑
i

gi(x)fxi(x), x ∈ V.

22



则 f̄ 即为所求函数.
延拓定理中的 (2) 对于映射也成立，特别地有
命题 1.3.6. 设 M 为 N 的闭正则子流形，f : M → S 为光滑映射，则存在 N 上的

光滑映射 f̄ : N → S ，使得 f̃ |M = f

证明. 根据正则子流形的结构定理，M 上的光滑映射总是可以做局部光滑延拓，因
而最后可以延拓到 N 上口
设 f0, f1 : X → Y 为拓扑空间 X, Y 之间的连续映射，如果存在连续映射 F :

X × [0, 1]→ Y 使得

F (x, 0) = f0(x), F (x, 1) = f1(x), ∀ x ∈ X,

则称 f0 和 f1 是同伦的，F 是 f0 和 f1 之间的同伦
——————————————————————
81.3 单位分解
命题 1.3.7（同伦的光滑化). 设 f0, f1 :M → N 是微分流形之间同伦的光滑映射，则

存在光滑映射 F :M × R→ N , 使得

F (x, t) = f0(x), ∀ x ∈M, t ⩽ 0; F (x, t) = f1(x), ∀ x ∈M, t ⩾ 1.

证明. 略
命题 1.3.8（光滑逼近）. 设 f : M → Rk 为微分流形 M 上的连续映射，则任给 M

上的正连续函数 ϵ :M → R, 存在光滑映射 g :M → Rk, 使得

‖g(x)− f(x)‖ ⩽ ϵ(x), ∀ x ∈M.

证明. 由 f , ϵ 的连续性知，任给 x ∈M. 存在 x 的开邻域 Ux, 使得

ϵ(y) ⩾ 1

2
ϵ(x), ∀ y ∈ Ux; ‖f(y)− f(x)‖ ⩽ 1

2
ϵ(x), ∀ y ∈ Ux.

取从属于开覆盖 {Ux, x ∈M}的单位分解 {gi},对每个 i,取 xi ∈M ,使得 supp gi ⊂
Uxi . 定义 M 上的光滑映射 g :M → Rk 如下

g(x) =
∑
i

gi(x)f(xi), x ∈M.

则有
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‖g(x)− f(x)‖ ⩽
∑
i

gi(x)‖f(xi)− f(x)‖

=
∑

gi(x) ̸=0

gi(x)‖f(xi)− f(x)‖

⩽
∑

gi(x) ̸=0

gi(x) ·
1

2
ε(xi)

⩽
∑

gi(x) ̸=0

gi(x) · ε(x) = ϵ(x).

这里我们用到了
∑
i gi = 1

命题 1.3.9.设 f : M → N 为微分流形之间的连续映射，则存在光滑映射 g :M → N

，使得 g 和 f 同伦
证明. 略
对于一个连续映射，如果紧致集的原像仍为紧致的，则称该连续映射是逆紧 (proper）

的
命题 1.3.10（逆紧函数的存在性）. 微分流形上总存在光滑的逆紧函数
——————————————————————
证明. 设 M 为微分流形，取其局部坐标覆盖 {Ui}, 使得 Ui 是紧致的. 设 {gi} 为从

属于 {Ui} 的广义单位分解，令 ρ :M → R 为

ρ(x) =
∑
i

igi(x), x ∈M.

跟据单位分解的性质，ρ 为定义好的光滑函数. 如果 gi(x) = 0, i < k, 则

ρ(x) =
∑
i

igi(x) =
∑
i⩾k

igi(x) ⩾ k
∑
i⩾k

gi(x) = k.

这说明

ρ−1[0, k] ⊂
k⋃
i=1

{x ∈M | gi(x) 6= 0} ⊂
k⋃
i=1

Ui,

口即紧致集在 ρ 的原像下是紧致的. 这就证明了光滑逆紧函数的存在性
注. 如果 ρ :M → R 为逆紧光滑函数，则 Gi = ρ−1(−i, i) 组成了 M 的穷竭
习题 1.3
1. 令 f : R→ R 为

f(x) =


e

1
x−b−

1
x−a , x ∈ (a, b),

0, x ∈ R− (a, b).

证明 f 为 R 上的光滑函数
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2. 设 h 是 R 上我们所得到的鼓包函数. 任取一列实数 {an, n ⩾ 0}, 令

f(x) =

∞∑
n=0

h(ξnx)

n!
anx

n, x ∈ R,

其中 ξn = n+
∑n
i=0 |ai| 证明 f 为光滑函数, 且

f (n)(0) = an, n ⩾ 0.

3. 设 {Aα} 为 M 上局部有限子集族，则 {Āα} 也是局部有限的，并且

⋃
α

Aα =
⋃
α

Āα.

4. 设 A,B 为 M 上的闭集，且 A ∩B = ∅ ，则存在光滑函数 f :M → R, 使得

f |A ≡ 1, f |B ≡ 0.

——————————————————————
81.4 切空间和切映射
5. 设 A 为 M 上的闭集，则存在光滑函数 f :M → R, ，使得

{x ∈M | f(x) = 0} = A.

6. 设 {Uα} 为 M 上局部有限的开覆盖，ϵα > 0, ∀ α ．则对任意连续映射 f : M →
ΠRk

，存在光滑映射 f̃ :M → Rk 使得

‖f̃(x)− f(x)‖ < ϵα, ∀ x ∈ Uα.

7. 设 f :M → N 为单浸入，如果 f 是逆紧的，则 f 为嵌入
8. 设微分流形 M 可以单浸入到欧氏空间中，则 M 一定也可以嵌入到欧氏空间中.
9. 证明，连通的微分流形必有连通的穷竭族，即穷竭中的开集可以取为连通的
81.4 切空间和切映射
研究映射的一个办法就是对其做线性化，这就是微分的思想. 在此之前，我们还得对

空间进行线性化. 对于微分流形，线性化以后的对象就是切空间，这是一个和流形本身
维数相等的向量空间. 我们先从切向量的定义开始
定义 1.4.1(切向量). 记 C◦(M) 为微分流形 M 上光滑函数的全体组成的向量空间.

设 p ∈M ，如果线性映射 Xp : C
∞(M)→ R 满足以下条件

Xp(fg) = f(p)Xpg + g(p)Xpf, ∀ f, g ∈ C∞(M),

则称 Xp 为 M 在 p 处的切向量. 切向量的全体组成的向量空间称为 p 处的切空间，
记为 TpM
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根据定义，切向量作用在常值函数上为零. 切向量作用在函数上就如同多元函数沿
一个方向求方向导数. 我们知道，一个函数在某一点的导数只跟它在这一点附近的值有
关. 对于切向量的作用来说，这一点也是对的
引理 1.4.1. 设 f , g 9 g 为光滑函数，且在 p 的一个开邻域中 f = g ．则对任意的切

向量 Xp ，均有

Xpf = Xpg.

证明. 令 h = f − g ，只要证明 Xph = 0 即可. 由假设，h 在 p 的邻域 Up 内恒为零，
我们取 M 上的光滑函数 φ ，使得 φ(p) = 1 ，suppφ ⊂ Up ，则显然 φh ≡ 0 . 于是

0 = Xp(φh) = φ(p)Xph+ h(p)Xpφ = Xph.

——————————————————————
这就证明了引理
根据这个引理，切向量也可以作用于局部光滑函数上：设 f 是在 p 附近有定义的光

滑函数，把 f 延拓为 M 上的光滑函数 f̄ ，使得在 p 附近 f̃ = f ，则定义 Xpf = Xpf̃

，这个定义和 f 的延拓无关
设 (U,φ) 为 p 附近的局部坐标系，{xi}ni=1 为坐标函数，我们现在在 p 处定义 n 个

切向量 ∂
∂xi |p ( 1 ⩽ i ⩽ n) 如下：

∂

∂xi
|pf =

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(φ(p)),

其中 f 是 M 上的任意光滑函数（只要在 p 附近 C1 就可以). 容易验证这样定义的
∂
∂xi |p 满足切向量的要求. 由于

∂

∂xi

∣∣∣
p
xj = δij =


1, i = j,

0, i 6= j.

故 [8,
{

∂
∂xi

∣∣
p

}
{ ∂
∂xi

∣∣
p
} (1 ⩽ i ⩽ n) (1�i�n) 〈1 ⩽ i ⩽ n〉 在 TpM 中线性无关. 我们有

命题 1.4.2. { ∂
∂x∗ |p}ni=1 为 TpM 的一组基，特别地，TpM 是维数为 dimM 的有限

维向量空间
证明. 只要证明任何切向量 Xp 均可由 { ∂

∂xx |p}ni=1 张成即可. 事实上，下面我们证明

Xp =

n∑
i=1

(Xpx
i)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

.

记 x = φ(q) ∈ φ(U) a = φ(p), 则
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f(q) = f ◦ φ−1(x) = f ◦ φ−1(a) +

∫ 1

0

[
d

dt
f ◦ φ−1(a+ t(x− a))]dt

= f ◦ φ−1(a) +

n∑
i=1

(xi − ai)gi(x),

其中，

gi(x) =

∫ 1

0

∂f ◦ φ−1

∂xi
(a+ t(x− a))dt.

gi 仍为光滑函数，且

gi(a) =
∂f ◦ φ−1

∂xi
(a) =

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f.

由切向量的定义，有

Xpf = Xp(

n∑
i=1

(xi − ai)gi(x)) =
n∑
i=1

(Xpx
i)gi(a) =

n∑
i=1

(Xpx
i)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

f,

——————————————————————
这个等式对任何 f 都成立，因此这就证明了 Xp 可由 { ∂

∂xk |p}ni=1 张成
注意，在上面的证明过程中，函数 gi 仍具有光滑性，这只对于光滑流形成立因此，

对于 C1 的微分流形，我们不能象上面一样证明切空间的维数有限性，为此此我们再从
别的角度考察一下切空间
首先，如果 (U,φ) ，(V, ψ) 均为 p 附近的局部坐标系，坐标函数分别记为 xi 与 yj ，

1 ⩽ i, j ⩽ n . 坐标转换映射 φ ◦ ψ−1 的分量记为 fi ，1 ⩽ i ⩽ n ．则由刚才证明的命题，
有

∂

∂yj
|p =

n∑
i=1

∂

∂yj
|p(xi)

∂

∂xi
|p

=

n∑
i=1

∂fi
∂yj

(ψ(p))
∂

∂xi
|p,

写成向量的形式为

(
∂

∂y1
|p, · · · ,

∂

∂yn
|p) = (

∂

∂x1
|p, · · · ,

∂

∂xn
|p) · J(φ ◦ ψ−1)(ψ(p)),

这是 TpM 的基的变换公式. 因此，如果 Xp ∈ TpM , 在这两组基下分别表示为

n∑
j=1

bj
∂

∂yj
|p = Xp =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|p, ai, bj ∈ R,

则其系数满足如下转换关系
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(a1, · · · , an)T = J(φ ◦ ψ−1)(ψ(p))(b1, · · · , bn)T ,

或

(b1, · · · , bn)T = J(ψ ◦ φ−1)(φ(p))(a1, · · · , an)T .

这些转换公式也可以用来给出切向量和切空间的一种等价定义，
切向量和切空间也可以用流形上的光滑曲线来定义. 设 p ∈M ，一条经过 p 的光滑

曲线是指光滑映射 σ : (−a, a)→M 使得 σ(0) = p. 定义 σ′(0) ∈ TpM 如下

σ′(0)f =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[f ◦ σ(t)], ∀ f ∈ C∞(M).

容易验证 σ′(0) 为 p 处的切向量，称为 σ 的初始切向量，也记为 σ̇(0)

在局部坐标系 (U,φ) 中，σ 可局部表示为

φ ◦ σ(t) = (x1 ◦ σ(t), · · · , xn ◦ σ(t)), t ∈ (−a, a).

则

σ′(0)f =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[f ◦ σ(t)] = d

dt

∣∣∣∣
t=0

[f ◦ φ−1(x1 ◦ σ(t), · · · , xn ◦ σ(t))]

=

n∑
i=1

∂f ◦ φ−1

∂xi
(p)

d

dt

∣∣∣
t=0

(xi ◦ σ(t)).

——————————————————————
因此 σ′(0) 可以表示为

σ′(0) =

n∑
i=1

d

dt

∣∣∣
t=0

(xi ◦ σ(t)) ∂

∂xi
|p.

反之，任给 p 处的切向量 Xp 设 Xp =
∑n
i=1 a

i ∂
∂xi |p ，不妨设 φ(p) = 0 ，则 σ(t) =

φ−1(a1t, a2t, · · · , ant) 就是经过 p 的光滑曲线，且 σ′(0) = Xp

利用上面的叙述，我们可以重新描述切向量和切空间：考虑经过 p 的所有光滑曲线
σ ，如果两条这样的曲线 σ1 σ1 σ1, σ2 σ2 σ2 满足下面的条件

d

dt

∣∣∣
t=0

(xi ◦ σ1(t)− xi ◦ σ2(t)) = 0, 1 ⩽ i ⩽ n,

则称 σ1 和 σ2 等价，记为 σ1 ∼ σ2 ，曲线的一个等价类称为 p 处的切向量. 切空间
则可以定义为

ΓpM = {经过p 的光滑曲线}/

不难验证，切空间的这几种等价描述都是等价的
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定义 1.4.2(切映射). 设 f : M → N 为微分流形之间的光滑映射，p ∈ M. 任给 p 处
的切向量 Xp ，定义 f(p) 处的切向量 f∗p(Xp) 如下

f∗p(Xp)g = Xp(g ◦ f), ∀ g ∈ C∞(N).

这样我们就定义了线性映射 f∗p : TpM → Tf(p)N , 称为 f 在 p 处的切映射或微分，
有时也把 f∗p 记为 dfp

切映射具有以下性质
·恒同映射 id :M →M 的切映射均为恒同映射：
·如果 f :M → N ，g : N → S 均为微分流形之间的光滑映射，则它们之间复合映

射的切映射为切映射的复合：

(g ◦ f)∗p = g∗f(p) ◦ f∗p;

·设 σ 是经过 p 的光滑曲线，σ′(0) = Xp, 则

f∗p(Xp) = (f ◦ σ)′(0).

事实上，由定义，我们如下计算

f∗p(Xp)g = Xp(g ◦ f) = σ′(0)(g ◦ f)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(g ◦ f ◦ σ(t))

= (f ◦ σ)′(0)g.
——————————————————————
设 (U,φ) 为 p 附近的局部坐标系，(V, ψ) 为 f(p) 处的局部坐标系，坐标函数分别为

xi, yj , 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n. 1 ⩽ j ⩽ n. 1 ⩽ j ⩽ n. 、在这两个局部坐标系下，f 的局
部表示可写为

ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, x2, · · · , xm) = (f1(x), f2(x), · · · , fn(x)).

在切空间 TpM 和 Tf(p)N 中分别有基 { ∂
∂xr |p} 和 { ∂

∂yJ⃗
|f(p)} ．在这两组基下，线性

映射 f∗p 可以表示为一个矩阵，我们计算如下

f∗p(
∂

∂xi

∣∣∣
p
)g =

∂

∂xi

∣∣∣
p
(g ◦ f) = ∂

∂xi
(g ◦ f ◦ φ−1)(φ(p))

=
∂

∂xi
(g ◦ ψ−1(f1(x), f2(x), · · · , fn(x)))(φ(p))

=

n∑
j=1

∂g ◦ ψ−1

∂yj
(ψ(f(p)))

∂fj
∂xi

(φ(p))

=

n∑
j=1

∂fj
∂xi

(φ(p))
∂

∂yj

∣∣∣
f(p)

g.
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因此

f∗p
∂

∂xi

∣∣∣
p
=

n∑
j=1

∂fj
∂xi

(φ(p))
∂

∂yj

∣∣∣
f(p)

,

写成矩阵形式为

(f∗p(
∂

∂x1

∣∣∣
p
, · · · , f∗p(

∂

∂xm

∣∣∣
p
)) = (

∂

∂y1

∣∣∣
f(p)

, · · · , ∂

∂yn

∣∣∣
f(p)

)J(ψ ◦ f ◦ φ−1)(φ(p)).

根据切映射的上述表示，我们可以重新给出浸入和淹没等概念：微分流形之间的光
滑映射 f :M → N 为浸入当且仅当 f 的切映射总是单线性映射：f 为淹没当且仅当其
切映射总是满线性映射. 特别地，如果 f :Mm → Nn 为浸入，则 f∗p(TpM) 为 Tf(p)N

的 m 维子向量空间．例如，当包含映射 I : M → N 为嵌入，即 M 为 N 的正则子流
形时，TpM 为 TpN 的 m 维子向量空间
例 1.4.1. 欧氏空间 Rn 的切空间
设 p ∈ Rn ，则 TpRn =span{ ∂

∂xi|p }
n
i=1 ，而基向量

∂
∂xi |p 作用在函数上就是求偏导

数. 利用整体坐标 {xi}, 我们通常把切空间 TpRn 和作为向量空间的 Rn 等同起来：

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|p ←→ (a1, a2, · · · , an) ∈ Rn.

因此，对于 Rn 中的正则子流形，其切空间也就可以看成 Rn 中的子向量空间了
例 1.4.2. n 维球面 Sn 的切空间，
——————————————————————
设 p ∈ Sn, σ 是 Sn 上经过 p 的光滑曲线. 把 σ 看成 Rn+1 中的曲线，在 Rn+1 的坐

标下，σ 可局部表示为

σ(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn+1(t)), t ∈ (−ϵ, ϵ).

v =
∑n+1
i=1 (x

i)′(0) ∂
∂xi |p 记 v = σ′(0) ，则 =（x²(0)lp，为了简单起见，也记 i=

v = ((x1)′(0), · · · , (xn+1)′(0)) ∈ Rn+1.

由于 ‖σ(t)‖ ≡ 1 ，故

n+1∑
i=1

(xi)′(0)xi(0) = 0,

即 〈v, p〉 = 0 ，其中 〈, 〉 为 Rn+1 中的标准内积. 这说明

TpS
n ⊂ {v ∈ Rn+1 | 〈v, p〉 = 0},
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因为上式两边是维数相同的向量空间，故上式实际上是等式
例 1.4.3. 行列式映射的秩
考虑映射 f : GL(n,R) → R, f(A) = detA. GL(n,R) = det−1(R − {0}) 为 Rn2

中
的开集，f 为光滑映射. 当 A ∈ GL(n,R) 时，对 h ∈Mn×n, 有

det(A+ th) = detAdet(In + tA−1h) = detA(1 + t · trA−1h+ o(t)), t ∈ R,

因此 f 的在 A 处的切映射 f∗A : Rn2 → R 为

f∗Ah =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(A+ th) = detA tr(A−1h),

从上式易见 f 的秩为 1.
例 1.4.4.设 f : Mm → Nn 为光滑映射，其秩恒为 1.取 q ∈ N ，设 S = f−1(q) 6= ∅

，我们已经知道此时 S 为 M 的正则子流形. 设 p ∈ S ，下面来求 S 在 S 处的切空间
TpS

注意到 f(S) ≡ q, 因此，如果 σ 是 S 中经过 p 的光滑曲线，则

f∗p(σ
′(0)) = (f ◦ σ)′(0) = 0,

这说明 TpS ⊂ ker f∗p ．又因为 rank f = l, 故 dim ker f∗p = dimM − l = dimS, 从
而有

TpS = ker f∗p = {v ∈ TpM | f∗p(v) = 0}.

——————————————————————
81.4 切空间和切映射
定义 1.4.3 (横截相交). 设 f :M → N 为微分流形之间的光滑映射，S 为 N 的正则

子流形. 如果对满足条件 p ∈M ，f(p) = q ∈ S 的任意点 p ，均有

f∗p(TpM) + TqS = TqN,

则称 f 和 S 横截相交，有时记为 f ⋔ S. 当 f(M) ∩ S = ∅ 时也称 f 和 S 横截相交
例 1.4.5. 横截相交与正则值
设 f : M → N 为光滑映射，则 f 和 N 中的 0 维流形 q 横截相交当且仅当 q 为 f

的正则值；如果 M,S 均为 N 的正则子流形，且对任何 p ∈M ∩ S 均有

TpM + TpS = TpN,

则称 M , S S S 横截相交，记为 M ⋔ S. 例如，在 R2 中，经过原点的直线和单位圆
周就是横截相交的
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引理 1.4.3. 设 0 ∈ Rk 为光滑映射 g : N → Rk 的正则值，且 S = g−1(0) ：则映射
f :M → N 和 S 横截相交当且仅当 0 ∈ Rk 是复合映射 g ◦ f 的正则值.
证明. 0 ∈ Rk 是复合映射 g ◦ f 的正则值当且仅当对任意 p ∈ (g ◦ f)−1(0) 均有

(g ◦ f)∗p(TpM) = g∗f(p)f∗p(TpM) = T0Rk,

由于 Tf(p)S = ker g∗f(p), g∗f(p)(Tf(p)N) = T0Rk ，故上式等价于

f∗p(TpM) + Tf(p)S = Tf(p)N,

即等价于 f 与 S 横截相交
定理 1.4.4. 设 f :Mm → Nn 为光滑映射，S 为 N 的正则子流形. 如果 f 与 S 横截

相交，则 f−1(S) 为 M 的正则子流形，且

dimM − dim f−1(S) = dimN − dimS.

证明.设 p ∈ f−1(S)，记 q = f(q) ∈ S ．因为 S 为正则子流形，由正则子流形的结构
定理，存在 q 在 N 中的局部坐标邻域 Uq ，以及淹没 g : Uq → Rk (k = dimN −dimS)

，使得

S ∩ Uq = g−1(0).

根据前面的引理，0 ∈ Rk 为复合映射 g ◦ f 的正则值，从而在 p 的开邻域 f−1(Uq)

口中 f−1(S) 为正则子流形，维数为 dimM − k = dimM − dimN + dimS

——————————————————————
有时，我们把 dimN − dimS 称为子流形 S 的余维数，记为 codimS. 用余维数的记

号，则上面的结果可写为

codimf−1(S) = codimS.

例 1.4.6. 线性空间的横截相交
设 U, V 为向量空间 W 的子向量空间，则 U, V 横截相交当且仅当 U +V =W 此时

dim(U ∩ V ) = dimU + dimV − dimW,

或改写为

codimU ∩ V = codimU + codimV.

定理 1.4.5（横截相交的稳定性).设 M P ，S ：N 为微分流形，其中 M 为紧致流形，
S 为 N 的闭正则子流形.设 f :M ×P → N 为光滑映射，取 p ∈ P ，定义 fp :M → N

，fp(x) = f(x, p) , x ∈M ．则集合
Ω = {p ∈ P | fp 和 S 横截相交
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为开集
证明设 p0 ∈ Ω ，我们要证明，对于 p0 附近的点 p ，fp 也和 S 横截相交. 用反证

法，假设不然，则存在 pi ∈ P ，使得 pi → p0, 但 fpi 和 S 不是横截相交的. 此时，存
在 xi ∈M ，使得 f(xi, pi) = yi ∈ S, 且

f∗(xi,pi)(Txi
M) + TyiS 6= TyiN, i ⩾ 1.

因为 M 是紧致的，{xi} 存在收敛子列，不妨设其本身收敛，limz：=To．此时
(xi, pi)→ (x0, p0) ．，由于 S 是 N 中闭集，故 yi = f(xi, pi) → y0 = f(x0, p0) ∈ S 由于
S 为 N 的正则子流形，我们可以取 y0 的局部坐标邻域 V 以及光滑淹没 ψ : V → Rk ，
使得 0 ∈ Rk 为 ψ 的正则值且 S ∩ V = ψ−1(0) ：由 fp0 和 S 横截相交知，0 ∈ Rk 为复
合映射 ψ ◦ f(·, p0) 的正则值. 因为矩阵的秩在微扰下不会变小，故 i 充分大时，0 ∈ Rk

为复合映射 ψ ◦ f(·, pi) 的正则值，且 yi ∈ V . 这和 (1.4) 相矛盾. 口
这个定理说明，横截相交经过微扰以后仍为横截相交，反之，可以证明任何光滑映

射总可以通过微扰使之和给定的正则子流形横截相交
习题 1.4
1. 对于 C1 的微分流形，应如何定义切向量和切空间？
——————————————————————
1.5Sard�����
2. 本节哪些结论对于 Ck (k ⩾ 1 ）也成立
3. 用光滑曲线的等价观点给出切空间的定义，证明其为有限维向量空间，维数和

流形的维数相同 4. 设 M 为微分流形，则 ∆ = {(x, y) ∈ M ×M | x = y} 为 M ×M
的正则子流形计算其切空间 5. 考虑映射 f : Mn×n → Mn×n ，f(A) = AAT . ，说
明这是光滑映射，求其切映射，并计算 f 在 f−1(In) = O(n) 上的秩 6. 考虑映射
f : GL(n,R) → GL(n,R), f(A) = A−1 f(A) = A-1 f(A) = A−1 ．说明 f 为光滑映
射，计算其切映射 7. 设 f : Rn → Rn 为光滑映射．证明，如果其切映射都是正交变
换，则 f 本身也是正交变换 8. 设 f : Mm → Nn 为光滑映射，S 为 N 的正则子流
形. 证明 f 和 S 横截相交当且仅当 f 的图像 graph(f) 和 M × S 在 M ×N 中横截相
交 9. 设 f : M → M 为光滑映射. 如果在 f 的每一个不动点 p ∈ M 处，f 的切映射
f∗p : TpM → TpM 没有不动点，则称 f 为 Lefshetz 映射．证明，如果 M 为紧流形，则
Lefshetz 映射的不动点最多只有有限个 10. 设 f : M1 → N ，g : M2 → N 为微分流形
之间的光滑映射，如果对于任何满足条件 f(x) = g(y) = z 的点，均有

f∗x(TxM1) + g∗y(TyM2) = TzN,

则称映射 f 和 g 横截相交. 证明，如果 f , g 横截相交，则

{(x, y) ∈M1 ×M2 | f(x) = g(y)}

为 M1 ×M2 的正则子流形，维数为 dimM1 + dimM2 − dimN.

§1.5 Sard 定理及应用
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在前节最后我们定义了横截相交的概念并证明了横截相交性具有微扰不变性即它
是一个“一般”的（generic）性质，或者说映射和正则子流形处于一般（通有的位置
（generalposition)．一般性是微分拓扑学里的重要概念，一个映射本身的性质可能很坏，
但往往能在这个映射附近找一个性质较好的映射，这里要用到的一个基本工具就是
Sard 定理

——————————————————————
定义 1.5.1 (零测集). 设 C 为 Rn 中的子集，如果任给 ϵ > 0 ，均存在覆盖 A 的至多

可数个开立方体，使得这些立方体的体积之和小于 ϵ ，则称 C 为 Rn 的零测集
Rn 中的零测集具有以下性质
·零测集的子集显然为零测集：
·至多可数个零测集之并仍为零测集
·Rn 中的非空开集不是零测集．事实上，设 U 为 Rn 中开集，取闭的立方体 V ⊂ U

，如果 Si 是覆盖 U 的一列立方体，则由于 V 为紧致集合，故存在有限个 Si , 1 ⩽ i ⩽ k

，使得 V ⊂ ∪ki=1Si. 从而 Si 的特征函数之和在 V 上大于或等于 1. 积分表明

∑
i⩾1

vol(Si) ⩾
k∑
i=1

vol(Si) ⩾ volV > 0,

因而 V 不能为零测集，当然 U 也就不是零测集
·当 m < n 时，Rm = Rm × {0} ⊂ Rn 为 Rn 的零测集. 事实上，不妨设 m = n− 1

因为 Rn−1 可以表示为可数个边长为单位长的 n − 1 维立方体之并，故只须证明这
样的一个 n − 1 维立方体 I 为 Rn 中零测集即可. 对 ∀ϵ > 0 I 均包含于 n 维立方体
I ×

[
− ϵ

2 ,
ϵ
2

]
中，后者的体积为 ϵ. 因为 ϵ 是任取的，故 I 在 Rn 中为零测集

设 f : Rn → Rn 为映射，且存在 K > 0 ，使得

‖f(x)− f(y)‖ ⩽ K‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Rn,

则称 f 为 Lipschitz 映射．如果上式只在某子集上成立，则称 f 在该子集上为
Lipschitz 映射
命题 1.5.1. Rn 到 Rn 的 Lipschitz 映射将零测集映为零测集；Rn 到 Rn 的 C1 映射

将零测集映为零测集
证明. 先看 Lipschitz 映射. 设 f 满足条件 (1.5)，则易见一个体积为 v 的立方体在 f

下的像包含于体积至多为 (K
√
n)nv 的立方体中，从而由零测集的定义知 f 把零测集映

为零测集. 根据拟微分平均值定理可知 C1 的映射局部上是 Lipschitz 映射，故 C1 映射
将零测集也映为零测集口
推论 1.5.2. 设 f : Rm → Rn (m < n) 1 为 C1 映射，则 f(Rm) 为 Rn 中的零测集。
——————————————————————
1.5Sard 定理及应用
证明. 记 π : Rn → Rm 是向前 m 个坐标分量的投影映射，则 f ◦ π 是从 Rn 到 Rn

的的 C1 映射，由上面零测集的性质和刚才的命题，f(Rm) = f ◦ π(Rm) 为 Rn 中的零
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测集口
定义 1.5.2(流形上的零测集). 设 C 为微分流形 Mn 中的子集，如果存在 M 的局部

坐标覆盖 (Uα, φα) ，使得对每个 α φ(C ∩ Uα) 均为 Rn 中的零测集，则称 C 为 M 的
零测集
从上面欧氏空间中零测集的性质易见，微分流形上零测集的定义是恰当的，并且 C

为零测集当且仅当它在每一个局部坐标邻域内均为零测集. 以下事实对于微分流形上的
零测集也是对的
·零测集的子集为零测集；至多可数个零测集之并仍为零测集：
·微分流形上的非空开集不是零测集：
·如果 M 为 N 的浸入子流形，dimM < dimN , 则 M 为 N 的零测集：
·同维数的微分流形之间的 C1 映射把零测集映为零测集
·如果 f :M → N 为 C1 映射，dimM < dimN , 则 f(M) 为 N 中零测集
设 f : M → N 为光滑映射，如果在点 p ∈M 处 f 的切映射 f∗p 不是满射，贝称 p

为 f 的临界点，临界点的像称为临界值
定理 1.5.3(Sard). 设 f : M → N 为微分流形之间的光滑映射，则 f 的临界值为 N

的零测集
证明. 由零测集的上述性质，我们不妨设 M = Rm ，N = Rn . 对 m 用数学归纳法。

m = 0 是显然的. 记 C 为 f 的临界值全体，只要证明，对任意的 y ∈ C ，存在 y 的开
邻域，使之与 C 的交集为零测集. 令

Cs = {x ∈ Rn | f 在 x 的所有 k 阶偏导数均为零，1 ⩽ k ⩽ s.}
显然 C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ . . . 为一列闭集，我们要证明 f(Cs − Cs+1) 都是零测集
(1) f(C −C1) 为零测集. 事实上，设 x0 ∈ C Zo E C x0 ∈ C, x0 /∈ C1, 则 f 在 x0 的

一阶偏导数不全为零，不妨设 ∂f1
∂x1 6= 0 考虑映射 g0 : Rm → Rm ，

g0(x) = (f1(x), x
2, x3, · · · , xm),

——————————————————————
则 g0 在 x0 处秩为 m，由逆映射定理，存在 x0 的开邻域 U 和 V ,使得 g0|U : U → V

为微分同胚，记其逆为 h0, 则

f ◦ h0(x) = (x1, f2 ◦ h0(x), · · · , fm ◦ h(x)),

且 f(C ∩ h0(V )) = f ◦ h0(h−1
0 (C) ∩ V ) . 如果令

kt(x
2, x3, · · · , xm) = (f2 ◦ h0(t, · · · , xm), · · · , fm ◦ h0(t, · · · , xm)),

则

h−1
0 (C) ∩ V =

⋃
t

{t} × Crit(kt),

其中 Crit(kt) 表示 kL 的临界点集. 根据归纳假设，kt(Crit(kt)) 在 Rm−1 中均为零
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测集，从而

f(C ∩ h0(V )) =
⋃
t

{t} × kt(Crit(kt))

为 Rn 中的零测集 (参见习题)
(2) f(Cs − Cs+1) 为零测集. 设 x0 ∈ Cs − Cs+1, 不失一般性，我们假设 ∂f ′

∂x1 (x0) 6=
0. 其中

f ′ =
∂i1+···+imf

∂(x1)i1 · · · ∂(xm)im
, i1 + · · ·+ im = s.

和前面一样，考虑映射 gs : Rm → Rm

gs(x) = (f ′(x), x2, · · · , xm),

gs 在 x0 附近为微分同胚，记其逆为 hs : V → Rm 令 ks = f ◦ hs 并记

k′ = ks|{0}×Rm−1∩V .

显然，gs(Cs ∩ hs(V )) ⊂ {0} × Rm−1 ∩ V , 并且

f(Cs ∩ hs(V )) ⊂ k′(Crit(k′))

由归纳假设，f(Cs ∩ V ) 为零测集
(3) 当 s 充分大时，f(Cs) 为零测集. 设 x0 ∈ Cs ，s > m

n − 1 取以 x0 为中心的立方
体 I, I 的边长为 δ ．由多元函数的 Taylor 展开容易知道，存在常数 M > 0 ，使得

‖f(x)− f(y)‖ ⩽M‖x− y‖s+1, ∀ x ∈ Cs ∩ I, y ∈ I.

——————————————————————
将 I 等分为 Nm 个边长为 δ

N 的立方体，如果 I ′ 是等分后的一个小立方体，则由上
面的不等式知，当 I ′ ∩ Cs 6= ∅ 时，f(I ′) 含于边长不超过

2M
√
m(

δ

N
)s+1

的立方体中，从而 f(Cs ∩ I) 含于总体积不超过

Nm · [2M
√
m(

δ

N
)s+1]n = [2M

√
mδs+1]n ·Nm−n(s+1)

的立方体之并中. 当 s > m
n − 1 时，上式在 N →∞ 时趋于零，这说明 f(Cs ∩ I) 为

口零测集. 以上三步合起来就得到了定理的证明
注. 这个定理对于 Ck 映射 (k > max{dimM − dimN, 0}) 也是成立的. 上面的这个

对于光滑映射的证明取自 Milnor[10]
下面我们介绍 Sard 定理的儿个应用
引理 1.5.4. 设 f :M × P → Rk 为光滑映射，0 ∈ Rk 为 f 的正则值. 则集合
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{p ∈ P | 0 为 fp(·) = f(·, p) :M → Rk 临界值
为 P 的零测集
证明. 记 S = f−1(0), S S S 为 M × P 的正则子流形，我们把从 M × P 到 P 的投

影限制在 S 上得到的映射记为 π : S → P ．于是，0 为 fp 的正则值当且仅当 ∀ x ∈M
(x, p) ∈ S 成立

f∗(x,p)(T(x,p)M × {p}) = T0Rk

因为 f∗(x,p)(TxM × P ) = T0Rk 以及 ker f∗(x,p) = T(x,p)S, 故上式等价于

T(x,p)M × {p}+ T(x,p)S = T(x,p)M × P

这又等价于（上式两边用投影的切映射作用，并注意投影的切映射的零空间为 M 的
切空间）

π∗(x,p)T∗(x,p)S = TpP

即等价于 p 为 π 的正则值. 由 Sard 定理即知本引理成立
定理 1.5.5（横截性定理）. 设 f :M ×P → N 为光滑映射，Z 为 N 正则子流形. 设

f 与 Z 横截相交，则集合
{p ∈ P | fp(·) = f(·, p) :M → N 不与 Z 横截相交
为 P 的零测集
——————————————————————
证明. 因为可数个零测集之并仍为零测集，而 Z 可以被 N 的至多可数个局部坐标邻

域覆盖，故不妨设 Z = g−1(0) ，其中 g : N → Rk 为一个淹没. 因此 0 ∈ Rk 为复合映
射 g ◦ f 的正则值，而 fp 和 Z 横截相交当且仅当 0 ∈ Rk 为 g ◦ fp 的正则口值. 现在问
题就转化为前一引理了，
例 1.5.1. 映射的微扰
设 f :Mm → Rn 为光滑映射，Z 为 Rn 的正则子流形，令

F :M × Rn → Rn, F (p, a) = f(p) + a,

F 为淹没，因此和 Z 横截相交. 由横截性定理，对于几乎所有的 a ∈ Rn ，f(p) + a

：M → Rn 都和 Z 横截相交，换言之，可对 f 作任意小的扰动，使之和正则子流形 Z

横截相交
定理 1.5.6. n 维紧致微分流形均可浸入到 R2n 中，并且可以嵌入到 R2n+1 中
证明. 设 M 为 n 维紧致微分流形，根据我们在前面证明的结果，M 可以嵌入到 RN

中．我们不妨假设 M 为 RN 的正则子流形. 设 v ∈ SN−1 为 RN 中的单位向量. 定义投
影 πv : RN → RN−1 为

πv(x) = x− 〈x, v〉v, x ∈ RN .
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我们将证明，如果 N > 2n ，则对几乎所有的 v ∈ SN−1 ，πv 限制在 M 上为浸入；
如果 N > 2n+ 1 ，则对几乎所有的 v, πv 限制在 M 上为嵌入
先假设 N > 2n+ 1 ，考虑映射 f :M ×M −∆→ SN−1

f(x, y) = (x− y)‖x− y‖−1, x 6= y ∈M.

其中 ∆ = {(x, y) ∈ M ×M | x = y} ．由于 M 为 RN 的正则子流形，f 是光滑映
射因为 dim(M ×M −∆) = 2n < dimSN−1. 故 f 的像在 SN−1 中为零测集，即几乎
所有的单位向量都不在 f 或 −f 的像中. 对于这样的单位向量 v，πv, 必为单射：如果
πv(x) = πv(y) ，则 πv(x− y) = 0 ，从而 x− y = tv ，t ∈ R .如果 x 6= y, 则 f(x, y) = v

或 −f(x, y) = v ，这和 v 的选取相矛盾
为了使得 πv 为浸入，我们再考虑另一映射 g : T1M → SN−1 ，g(x,w) = w . 其中，

我们将 RN 的切空间和它自身等同，而令

TM =
⋃
x∈M

TxM ⊂ RN × RN , T1M = {(x,w) ∈ TM | w ∈ TxM, ‖w‖ = 1},

T1M 是 RN ×RN 中维数为 2n− 1 的正则子流形，g 为光滑映射．如果 N > 2n 则
由 Sard 定理，g 的像在 SN−1 中为零测集，如果 v 不在 g 或 −g 的像中，则

——————————————————————
(πv)∗x(w) = w− 〈w, v〉v 6= 0, ∀ w ∈ TxM , ‖w‖ = 1. V w � TM ∀ w ∈ TxM ‖w‖ = 1

‖w‖ = 1 此时 πv 为浸入. 这已经说明 M 可以浸入到 R2n 中
如果 N > 2n+1 ，则可以选取 v ∈ SN−1 ，使得 v 不在 ±f , ±g ±9 ±g 的像中，此

时 πv 将 M 单浸入到 RN−1 中. 如此重复投影，最后就可将 M 单浸入到 R2n+1 中. 由
于 M 是紧致的，故单浸入必为嵌入口
注.如以前所述，Whitney证明了 n维微分流形均可嵌入到 R2n 中，并且可以浸入到

R2n−1 中．人们猜测，n 维微分流形均可嵌入到 R2n−α(n)+1 中，并可浸入到 2n− α(n)
中，其中 α(n) 表示 n 的二进制展开中 1 的个数. 关于嵌入部分的猜测至今未被解决，
关于浸入部分的猜测由 Cohen 在 1982 年证明是正确的，
下面我们考虑微分流形 M 上的光滑函数 f :M → R 此时，p 为 f 的临界点意味着

f∗p ≡ 0 ：设 p 为 f 的临界点，(U,φ) 为 p 附近的局部坐标系，φ(p) = 0. 记 {yi}ni=1 为
坐标函数，则

∂f ◦ φ−1

∂yi
(φ(p)) = 0, 1 ⩽ i ⩽ n.

如果 f 的局部表示 f ◦φ−1 在 φ(p) = 0 处的 Hessian 矩阵是非退化的，则称 p 为 f

的非退化临界点. 不难看出，临界点是否非退化与坐标系的选取无关. 如果 f 的所有临
界点都是非退化的，则称 f 为 Morse 函数
引理 1.5.7(Morse). 如果 p 为光滑函数 f : M → R 的非退化临界点，则存在 p 附近

的局部坐标系 (U,φ) ，使得 f 的局部表示形如
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f ◦ φ−1(y) = f(p)− (y1)2 − · · · − (yr)2 + (yr+1)2 + · · ·+ (yn)2,

其中 0 ⩽ r ⩽ n, r 称为 f 在 p 的（Morse）指标
证明. 不妨假设 M = Rn ，p = 0 ．在前节证明微分流形切空间维数有限时，我们已

经知道 f 可以表示为

f(x) = f(0) +

n∑
i=1

xigi(x),

其中 gi 为光滑函数，且 gi(0) =
∂f
∂xi (0) = 0 ，因而 f 可以继续表示为

f(x) = f(0) +

n∑
i,j=1

xixjgij(x),

gij = gji 仍为光滑函数，且矩阵

(gij(0)) =
1

2

( ∂2f

∂xi∂xj

)
(0) =

1

2
Hess(f)(0)

——————————————————————
非退化. 由下面的引理知，存在 0 附近的 n 阶非退化光滑矩阵 P (x) 使得

P (x)
(
gij(x)

)
P (x)T =

(
−Ir 0

0 In

)
,

其中 r 为 Hess(f)(0) 的负特征值的个数. 现在，在新的局部坐标

(y1, y2, · · · , yn) = (x1, x2, · · · , xn)P−1(x) = φ(x)

下有

f ◦ φ−1(y) = f(p)− (y1)2 − · · · − (yr)2 + (yr+1)2 + · · ·+ (yn)2.

这就证明了 Morse 引理
引理 1.5.8 (Hirsch). 设 Q(x) 是定义在 0 ∈ Rn 附近的光滑的实对称 n 阶方阵，如果

Q(0) 非退化，则存在 0 附近的 n 阶非退化光滑矩阵 P (x) ，使得

P (x)Q(x)P (x)T =

(
−Ir 0

0 In

)
,

其中 r 为 Q(0) 的负特征值的个数
证明. 对 n 用数学归纳法. n = 1 时，条件成为 Q(0) 6= 0 ，因此在 0 附近 Q(x) 6= 0.

令 P (x) = |Q(x)|− 1
2 ，则 P (x) 为所求 1 阶非退化矩阵. 假设引理对 n− 1 阶方阵成立，
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考虑 n 阶方阵 Q ．不妨假设 r < n ，由线性代数，存在非退化矩阵 P0 使得

P0Q(0)PT0 =

(
−Ir 0

0 In

)
.

令 Q′(x) = P0Q(x)PT0 ，则在 0 附近 Q′(x) 在 (n, n) 位置的元素 q′nn(x) 大于零，因
此再令

P1 = diag(1, · · · , 1, |q′nn(x)|−
1
2 )

则 Q′′(x) = P1Q
′(x)PT1 在 (n, n) 位置的元素恒为 1. 考虑矩阵 P2 ，它在对角线上

全为 1, 在对角线以下全为 0. 在 (i, n) (i < n) 位置为 −q′′in(x) ，其中 q′′ij(x) 表示 Q′′

在 (i, j) 位置的元素，P2 在其它位置的元素为零，则 P2Q
′′PT2 形如(

Q1 0

0 1

)
对 n− 1 阶矩阵 Q1 用归纳假设，最后就得到我们所需结论
推论 1.5.9. 光滑函数的非退化临界点集是离散的. 特别地，紧致流形上光滑函数的非

退化临界点只有有限个，
——————————————————————
1.5Sard 定理及应用
Morse 函数可以用来研究微分流形的拓扑结构. 利用 Sard 定理，我们可以证明微分

流形上总是存在 Morse 函数的
定理 1.5.10(Morse 函数的存在性）. 设 (U,φ) 为微分流形 M 上的局部坐标系，紧集

K ⊂ U
(1) 如果光滑函数 f : U → R 在 K 上的临界点都是非退化的，则存在 δ > 0 使得满

足条件

‖J(f ◦ φ−1)− J(g ◦ φ−1)‖ < δ, ‖Hess(f ◦ φ−1)−Hess(g ◦ φ−1)‖ < δ

的光滑函数 g : U → R 在 K 上的临界点也都是非退化的
(2) 设 f : U → R 为光滑函数，则对任意 ϵ > 0 ，存在光滑函数 l : U → R, 使得

suppl ⊂ U, ‖J(l ◦ φ−1)‖ < ϵ, ‖Hess(l ◦ φ−1)‖ < ϵ

且 f + l 在 K 上的临界点都是非退化的，
(3) 设 M 为紧致微分流形，f : M → R 为光滑函数，则对任意 ϵ > 0 ，存在光滑

Morse 函数 g :M → R 使得

|g(x)− f(x)| < ϵ, ∀ x ∈M.

证明.(1) 考虑 U 上的函数
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‖J(f ◦ φ−1)‖+ ‖Hess(f ◦ φ−1)‖,

f 在 K 上的临界点非退化当且仅当上述函数在 K 上不取零值. 由于 K 的紧致性这
等价于上述函数在 K 上有正下界．因此对 f 微扰后的光滑函数在 K 上的临界点也是
非退化的

(2) 不妨假设 U = Rn U =R” U = Rn, φ = id. = id φ = id. 因为 K 为紧致集，我
们可以取 K 的开邻域 V 使得 V̄ ⊂ U 仍为紧致集. 设 ϕ : M → R 为光滑函数，满足以
下条件

ϕ|V ≡ 1, suppϕ ⊂ U.

对 a = (a1, · · · , an) ∈ Rn ，考虑函数 l : Rn → R

l(x) = a1x1 + · · ·+ anxn

以及函数 fa : U → R ，fa(x) = f(x) + ϕ(x)l(x) ．我们要说明，对于几乎所有的
a ∈ Rn ，fa 在 K 上的临界点都是非退化的. 事实上，考虑映射 Fa : U → R

Fa(x) = (
∂fa
∂x1

, · · · , ∂fa
∂xn

),

——————————————————————
Fa 其实就是 fa 的 Jacobian. 设 x0 ∈ K 则 x0 为 fa 的临界点当且仅当 Fa(x0) = 0

由于 ϕ|V ≡ 1 ，这等价于 Jf(x0) + a = 0 ；同理，x0 非退化当且仅当 JFa(x0) =
Hess(f)(x0) 非退化，即 Fa = Jf + a 在 x0 处秩为 n ：根据例 1.5.1，对于几乎所有的
a ∈ Rn ，0 ∈ Rn 为 Jf + a 的正则值，对于这样的 a ，fa 在 K 上的临界点都是非退化
的

(3) 重复利用 (1),(2) 即可，留作习题
推论 1.5.11. 设 f : M → R 为紧致微分流形 M 上的 Morse 函数，则对任意 ϵ > 0 ，

存在 Morse 函数 g :M → R ，使得

‖g(x)− f(x)‖ ⩽ ϵ, ∀ x ∈M,

且 g 的临界值互不相同
证明. 设 xi 正 i xi (1 ⩽ i ⩽ k) 为 f 的临界点，取 xi 的互不相交的局部坐标邻域

Ui, 设 ϕi 为 M 上的光滑函数，使得

ϕi|Vi
≡ 1, suppϕi ⊂ Ui,

其中 Vi为 xi的开邻域，Vi ⊂ Ui.对 a = (a1, · · · , ak) ∈ Rk,考虑光滑函数 g :M → R

g(x) = f(x) +

k∑
i=1

aiϕi,
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由于 f 在紧致集合 M −
⋃
Vi 上没有临界点，故 ‖a‖ 充分小时，g 在 M −

⋃
Vi 上

世没有临界点. 在 Vi 上 g = f + ai, 因此 g 的临界点为 {xi}. 通过适当选取 a, 使得

f(xi) + ai 6= f(xj) + aj , ∀ i 6= j,

则 g 的临界值互不相同
习题 1.5
1. 证明，Rn 到 Rn 的可微映射把零测集映为零测集
2. 证明，如果 R1 上一个闭区间被若干开区间所覆盖，则可以从这些开区间中选取

有限子覆盖，使得闭区间上的任何一点最多含于该子覆盖的两个开区间中
3. 设 C 为 Rn 中的闭集，如果对任意 c ∈ R C ∩Rn−1 × {c} 均为 Rn−1 中零测集则

C 为 Rn 的零测集
——————————————————————
1.6Lie 群初步
4. 试说明从 m 维微分流形到 n (m < n ）维微分流形之间的光滑映射必定不是满

射. 5. 设 M 为 Rn 的正则子流形，L 为 Rn 中 n− 1 维子线性空间. 证明，存在 v ∈ Rn

使得 (L + v) ∩M 为 M 的正则子流形 6. 设 U 为 Rm 中的开集，f : U → Rn . 证明，
如果 n ⩾ 2m, ，则对任意 ϵ > 0 ，存在 m× n 的矩阵 A ，使得 ‖A‖ ⩽ ϵ ，且映射

g : U → Rn, g(u) = f(u) +Au, u ∈ U

为浸入
7. 设 M 为 Rn 的正则子流形，证明 T1M 为 Rn × Rn 的正则子流形 8. 证明，任何

非平凡的线性函数 f : Rn+1 → R 限制在 Sn 上都是 Morse 函数 9. 证明，任何微分流
形上均在逆紧的 Morse 函数
§1.6 Lie 群初步
经过前面几节的介绍，我们对于微分流形已经有一些感性认识了. 这一节我们继续

介绍一类重要的微分流形，它们兼有微分流形的结构和群的结构，并且二者相容. 比如，
前面我们曾介绍的一般线性群 GL(n,R) 和特殊线性群 SL(n,R) 就是两个这样的例子
定义 1.6.1 (Lie 群). 设 G 为群，群运算记为 µ : G×G→ G 如果 G 同时是 Cr 微分

流形，且 µ 为 Crr 映射，则称 G 为 Cr Lie 群
注. 当 G 为拓扑空间，且群的乘法和逆运算为连续映射时，称 G 为拓扑群. 如果没

有特别申明，下面我们提到的 Lie 群都是指光滑 Lie 群
命题 1.6.1.(1) 设 G 为 Lie 群，g ∈ G ，则左移映射 Lg : G→ G

Lg(x) = gx = µ(g, x), ∀ x ∈ G

和右移映射 Rg : G→ G

Rg(x) = xg = µ(x, g), ∀ x ∈ G

均为微分同胚：
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(2) 乘积映射 µ 的切映射满足以下关系

µ∗(g,h)(Xg, Yh) = (Rh)∗gXg + (Lg)∗hYh.

——————————————————————
证明.(1）固定 g ∈ G ，复合映射

G
x→(g,x)−−−−−→ G×G µ−→ G

为光滑映射，即左移 Lg 为光滑映射．显然，Lg 可逆，且逆映射为左移 Lg−1 ，即
逆映射也是光滑的．从而左移映射为微分同胚. 同理，右移映射也都是微分同胚

(2) 设 σ, τ 分别为经过 g, h 的 G 中的光滑曲线，σ′(0) = Xg ，τ ′(0) = Yh 则

µ∗(g,h)(Xg, Yh) = µ(σ, τ)′(0) = µ(σ, h)′(0) + µ(g, τ)′(0)

= (Rh)∗gXg + (Lg)∗hYh,

这也说明，如果 σ, τ 是经过单位元 e ∈ G 的光滑曲线，则

(σ · τ)′(0) = σ′(0) + τ ′(0),

其中 σ · τ 表示群的乘积
推论 1.6.2. 设 G 为 Lie 群，则其逆运算 ν : G→ G 也是光滑映射
证明. 在 (x0, y0) = (e, e) ∈ G×G 附近考虑以下方程的解

µ(x, y) = e,

由于 µ(e, ·)∗e = (Le)∗e = id 为恒同映射，特别地是非退化的，故由隐映射定理（本
章 1.2 节习题)，在 e 附近上述方程的解 y = ν(x) = x−1 是光滑的，即逆运算 ν 在单位
元 e 的邻域内光滑. 由于

(ν ◦ Lg)(x) = x−1 · g−1 = (Rg−1 ◦ ν)(x)

故 ν 是处处光滑的
注意，对于拓扑群来说，仅仅假设群的乘法运算的连续性是不能保证逆运算的连续

性的
例 1.6.1. 欧氏加群
R1 看成实数加群，显然，加法运算是光滑的，因此 R1 为 Lie 群. 同理，Rn 在加法

运算下也都是 Lie 群
例 1.6.2. 单位圆周乘法群
S1 看成复平面上的单位圆周，复数乘法在 S1 上定义了群的运算. 复数乘法运算在

复平面上是光滑的，因而限制在正则子流形 S1 上也是光滑的，即 S1 在此运算下成为
Lie 群. 同理，非零复数全体 C∗ 为复平面上的开集，在复数乘法运算下为 Lie 群.

——————————————————————
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S1.6Lie 群初步
例 1.6.3.Lie 群的乘积
设 G,H H H 为 Lie 群，则乘积群 G×H 也是 Lie 群. 特别地，n 维环面 Tn 为 Lie

群，这是紧致的交换群
例 1.6.4. 一般线性群
记 GL(n,R) = {A ∈ Mn×n | detA 6= 0}. GL(n,R) GL(n,R) GL(n,R) 为 Mn×n =

Rn2

中的开集且矩阵的乘积运算的分量关于变量是多元多项式，因而光滑．这说明
GL(n,R) 为 Lie 群. 类似地，复 n 阶非退化方阵的全体 GL(n,C) 也是 Lie 群
例 1.6.5. 特殊线性群
记 SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) | detA = 1}. 我们在本节之前已经证明 SL(n,R) 为

Rn2

及 GL(n,R) 的正则子流形，群的乘积运算是从 GL(n,R) 上诱导而来，从而群的
运算也是光滑的，即一般线性群也是 Lie 群
例 1.6.6.Heisenberg 群
考虑形如下面的实 3 阶方阵全体 H1 x z

0 1 y

0 0 1

 ,

显然，H 与 R3 微分同胚. 矩阵的乘积运算也是光滑的，因此 H 为 Lie 群
例 1.6.7. 三维球面上的 Lie 群结构
我们在 S3 上定义群的运算如下：设

x = (x1, x2, x3, x4), y = (y1, y2, y3, y4) ∈ S3,

令

x · y = (x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4, x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,

x1y3 + x3y1 + x4y2 − x2y4, x1y4 + x2y3 + x4y1 − x3y2),

在这个运算下，单位元和逆元分别为

e = (1, 0, 0, 0), x−1 = (x1,−x2,−x3,−x4).

这些运算在 R4 中显然是光滑的，从而限制在正则子流形 S3 上也是光滑的，即 S3

为 Lie 群
注. 可以证明，只有 n = 1 ，3 时，Sn 上才有相容的 Lie 群结构
下面我们研究 Lie 群之间的同态
——————————————————————
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定义 1.6.2(Lie 群同态). 设 φ : G→ H 为 Lie 群之间的群同态，如果 φ 为光滑映射，
则称 ψ 为 Lie 群同态. 如果 Lie 群同态是群的同构，则称之为 Lie 群同构
例 1.6.8. 行列式作为群同态，
考虑群同态 det : GL(n,R)→ R∗ = R− {0} ，在非零实数的全体 R∗ 上定义群的运

算为实数的乘法. 显然 det 为 Lie 群同态
引理 1.6.3.Lie 群同态的秩为常数
证明. 设 φ : G→ H 为 Lie 群同态. 我们要证明 rankg φ = ranke φ, ∀ g ∈ G. 事实上，

考虑左移映射 Lg ，因为 φ 为群同态，故

φ ◦ Lg = Lφ(g) ◦ φ,

因此有切映射的等式

φ∗g ◦ (Lg)∗e = (Lφ(g))∗e ◦ φ∗e.

由于 (Lg)∗e 和 (Lφ(g))∗e 均为同构，故上式表明 rankg φ = ranke φ
推论 1.6.4. 设 φ : G→ H 为 Lie 群同态，h ∈ H 则当 φ−1(h) 非空时，它是 G 的正

则子流形，其维数为 dimG− rankφ. 特别地，k erφ = φ−1(e) 既是 G 的子群，又是 G

的正则子流形
证明. 直接利用第二节最后关于常秩映射的定理即可
推论 1.6.5. 单的 Lie 群同态必为浸入：满的 Lie 群同态必为淹没；Lie 群同构必为微

分同胚，即其逆也是 Lie 群同构
证明. 如果 φ : G→ H 为单的 Lie 群同态，则 k er φ = {0} ，由上面的推论，

0 = dim kerφ = dimG− rankφ,

即 rankφ = dimG,φ φ φ 为浸入. 如果 φ : G → H 为满的 Lie 群同态，则由 Sard
定理存在 φ 的正则值 h ∈ H ，φ−1(h) 6= ∅ ，取 g ∈ φ−1(h) ，则 φ∗g 为满射，由前面
的弓理，φ 的切映射均为满射，即 φ 为淹没. 如果 ψ 为 Lie 群同构，则 ψ 的切映射均
为口同构，由逆映射定理，其逆也是光滑的
定义 1.6.3(Lie 子群). 设 H,G 为 Lie 群，H ⊂ G ，I : H → G 为包含映射. 如果 I

为单的 Lie 群同态，则称 H 为 G 的 Lie 子群；如果进一步 I 为嵌入，则称 H 为 G 的
闭 Lie 子群
从上面的推论可知，Lie 子群为（浸入）子流形，闭 Lie 子群为正则子流形；如果 φ

为 Lie 群同态，则 kerφ 为闭 Lie 子群
——————————————————————
1.6Lie 群初步
命题 1.6.6. 闭的 Lie 子群作为集合必为闭集
证明. 设 H 为 G 的闭 Lie 子群，则 H 为正则子流形，从而存在 G 在 e 附近的局部

坐标系 (U,ψ) ，使得
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H ∩ U = {q ∈ U | ψj(q) = 0, j > dimH}.

取 e ∈ G 的开邻域 W ，使得 W 为紧集，且 W ⊂ U. 再利用群的运算的连续性，取
e 的开邻域 V ，使得

V −1 · V =
{
x−1 · y | x, y ∈ V

}
⊂W.

设 hi ∈ H 且 hi → g ，我们要证明 g ∈ H . 事实上，因为 g · V 为 g 的开邻域，故 i

充分大以后，hi ∈ g · V ，固定一个这样的 hi0 ，则

h−1
i0
· hi ∈ V −1 · V ⊂W,

因此 h−1
i0
·hi → h−1

i0
· g ∈ W̄ . 由 h−1

i0
·hi ∈ H ∩W 及 W 的选取易见 h−1

i0
· g ∈ H ∩U

口从而 g ∈ H. 因此 H 为 G 的闭集
下面我们进一步研究切映射为满射的 Lie 群同态，我们需要下面的一个关于拓扑群

的引理
引理 1.6.7. 设 G 为连通的拓扑群，U 为单位元 e 的一个开邻域，则⋃

n⩾1

Un = G,

其中 Un = {τ1 · τ2 · · · τn | τi ∈ U , 1 ⩽ i ⩽ n}.
证明. 令 V = U ∩ U−1 ，其中 U−1 = {τ−1 | τ ∈ U}. V 也是 e 的开邻域，并且

V = V −1 令

H =
⋃
n⩾1

V n ⊂
⋃
n⩾1

Un.

H 为 G 的子群，下面证明 H = G. 因为 G 是连通的，只要说明 H 既是开集又是闭
集即可

H 为开集：设 σ ∈ H ，则存在 n0 ⩾ 1 ，使得 σ ∈ V n0 于是

σ · V = {σ · τ | τ ∈ V } ⊂ V n0+1 ⊂ H,

而 σ · V 为 σ 的开邻域，故 H 为 G 的开子集
另一方面，每一个 σ ·H 均为开子集，且

H = G−
⋃
σ/∈H

σ ·H,

从而 H 也是 G 的闭子集. 由 H 非空即知 H = G

——————————————————————
命题 1.6.8. 设 φ : G→ H 为 Lie 群同态. 如果 H 连通，且 φ∗e 为满射，则 φ 为满

同态，
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证明. 当 φ∗e 为满射时 φ 为淹没，因此 φ 为开映射. 特别地，存在 e ∈ H 的开邻域
V ⊂ φ(G) . 因为 H 为连通的，由上面的引理，H=UVnc(G).� H =

⋃
n⩾1 V

n ⊂ φ(G)
如果 Lie 群同态的切映射为同构，则它具有更多的性质，我们回忆一下复选空间和

复选映射的概念：设 f : X → Y 为拓扑空间 X,Y 之间的连续满射，并且 ∀ y ∈ Y ，存
在 y 的开邻域 Vy 使得

f−1(Vy) =
⋃
α

Uα

其中 Uα 为 X 中互不相交的开集，且 f |Uα : Uα → Vy 均为同胚，则称 f 为复迭映
射，X 为 Y 的复选空间. 当 X 单连通（基本群为零) 时，称 X 为万有复迭空间
例 1.6.9. 考虑 Lie 群同态 exp : R1 → S1 ，exp(t) = e2πit ，i =

√
−1 .exp 为复选映

射
命题 1.6.9. 设 φ : G→ H 为连通 Lie 群之间的 Lie 群同态. 则 φ 为复选映射当且仅

当切映射 φ∗e : TeG→ TeH 为同构
证明. 设 φ : G→ H 为复选映射，则 φ 为满射，因此是淹没. 即 φ∗e 为满射另一方

面，ke er φ = φ−1(e) 为 G 的离散子群，从而

0 = dim kerφ = dimG− dim rankφ,

这说明 φ∗e 也是单射
设 φ∗e : TeG→ TeH 为同构，由前面的结果知 φ 既是淹没，又为浸入. 因此 φ 为满

射，且为开映射．由 kerφ = φ−1(e) 为 0 维正则子流形知，存在 e ∈ G 的开邻域 W

，使得 W ∩ kerφ = {e}, 且 φ|W : W → φ(W ) 为微分同胚. 我们再取 e ∈ G 的开邻域
V ⊂W ，使得 V −1 · V ⊂W . 记 U = φ(V ) 则 U 为 e ∈ H 的开邻域，下面我们证明

φ−1(U) =
⋃

g∈ker φ
g · V,

且 g1 6= g2 ∈ kerφ 时，g1 · V ∩ g2 · V = ∅
显然，当 g ∈ kerφ 时，φ(g·V ) = φ(V ) = U , 且根据 V 的选取知 φ|g·V : g · V → U

为微分同胚．另一方面，如果 φ(g) ∈ U ，则存在 v ∈ V ，使得 φ(g) = φ(v) ，从而
gv−1 ∈ kerφ . 这说明 g ∈ (kerφ)V
如果 g1 · V ∩ g2 · V 6= ∅ ，则存在 v1, v2 ∈ V 使得 g1v1 = g2v2 ，从而 g−1

2 g1 = 口
v2v

−1
1 ∈ V −1 · V , 即 g−1

2 g1 ∈W ∩ kerφ = {e}, g1 = g2. 91 = 92 g1 = g2

最后，我们介绍 Lie 群在微分流形上的作用，
——————————————————————
1.6Lie 群初步
定义 1.6.4(Lie 群作用). 设 G 为 Lie 群，M 为微分流形. 如果光滑映射

F : G×M →M, (g, x) 7→ gx ∈M, ∀ g ∈ G, x ∈M
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满足以下条件

)ex = x, ∀ x ∈M ;

)g1(g2x) = (g1g2)x, ∀ g1, g2 ∈ G, x ∈M.

则称 G 左方光滑作用于 M

我们就这个概念做一些说明
·如果 gx = x, ∀ x ∈ M 意味着 g = e ，则称 G 在 M 上的作用是有效的. 如果对

g 6= e 9�e gz�3 gx 6= x g 6= e, gx 6= x, ∀ x ∈M Vz E M ∀ x ∈M 则称 G 在 M 上的作用
是自由的
·对于固定的 x ∈ M ，记 Gx = {g ∈ G | gx = x} Gx 为 G 的子群，称为 x 处的

迷向子群；记 Mx = {gx | g ∈ G}, ，称为经过 x 的轨道. 如果任给 x, y ∈ M ，均存在
g ∈ G ，使得 gx = y ，则称 G 在 M 上的作用是可迁的
·对于固定的 g ∈ G ，映射 Fg : M → M Fg :M →M Fg :M →M , Fg(x) = gx, ∀

x ∈ M Fg(z) = gc Fg(x) = gx 是微分同胚．记 Diff(M) 为 M 的微分同胚全体在复合
运算下组成的群，则 g 7→ Fg 是从 G 到 Diff(M) 的群同态.
例 1.6.10.Lie 群在自身上的作用
Lie 群 G 上的乘积运算 G ×G → G 可以看成是 Lie 群 G 作用在自身上. 如下的映

射

G×G→ G, (g, h) 7→ ghg−1, g, h ∈ G

也定义了一个光滑作用，称为 G 的伴随作用
例 1.6.11. 一般线性群在欧氏空间上的作用，
GL(n,R) 可自然作用于 Rn 上

(A, x) 7→ Ax, A ∈ GL(n,R), x ∈ Rn.

这是一个有效的不可迁作用
命题 1.6.10. 设 Lie 群 G 光滑作用在微分流形 M 上，则对任意 x ∈M , x Z x 处的

述向子群 Gx 为 G 的闭 Lie 子群
——————————————————————
证明. 设 x ∈M , 定义映射如下

θ : G→M, θ(g) = gx; ηg :M →M, ηg(y) = gy.

则 0, ηg 为光滑映射，且 ηq 为微分同胚. 注意到 θ ◦ Lg = ηg ◦ θ ，故

θ∗gh ◦ (Lg)∗h = (ηg)∗hx ◦ θ∗h, h ∈ G.

因为左移 Lg 也是微分同胚，故上式说明
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rankghθ = rankhθ, ∀ g, h ∈ G.

因此 θ 在 G 上的秩为常数，Gx = θ−1(x) 为 G 的正则子流形. 显然 Gx 为 G 的子
群，Gx 中群的乘法运算是 G 中乘法运算在 Gx 上的限制，因而也是光滑的，这说明口
Gx 为闭的 Lie 子群
例 1.6.12. 一般线性群在矩阵加群上的作用，
考虑 GL(n,R) 在 Mn×n 上的作用：

(A,K) 7→ AKAT , A ∈ GL(n,R), K ∈Mn×n .

由刚才的命题，对于任何固定的 K ∈Mn×n, 迷向子群

GL(n,R)K = {A ∈ GL(n,R) | AKAT = K}

为 GL(n,R) 的闭 Lie 子群
特别地，当 K = In ，相应的迷向子群

O(n) =
{
A ∈ GL(n,R) |AAT = In

}
为闭 Lie 子群，这是实的正交群. 根据刚才的命题，其维数为 n2−rankθ 其中 θ 为如

下映射

θ : GL(n,R)→Mn×n, θ(A) = AAT , ∀A ∈ GL(n,R).

θ 的秩是常数，我们只需在 A = In 处做计算即可，而在 In 处 θ 的切映射为

θ∗In :Mn×n →Mn×n, h 7→ h+ hT , ∀ h ∈Mn×n = Rn
2

.

容易看出 rank θ∗In = 1
2n(n+ 1) ，因此

dimO(n) = n2 − 1

2
n(n+ 1) =

1

2
n(n− 1).

——————————————————————
O(n) 是紧致的，且利用实正交矩阵的标准型不难证明它具有两个连通分支

O+(n) = {A ∈ O(n) | detA = 1} = SO(n)

O−(n) = {A ∈ O(n) | detA = −1}.

其它的特殊情性有：

K = J =

(
0 In

−In 0

)
,
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相应的迷向子群为 Sp(n,R) = {A ∈ GL(2n,R) | AJAT = J}, 称为辛群，这是维数
为 2n2 + n 的连通 Lie 群

K = L =

(
−Ir 0

0 Is

)
n×n

,

相应的迷向子群称为 Lorentz 群
完全类似地，把实数 R 换成复数 C, 实矩阵换成复矩阵，我们可以得到许多其它 Lie

群的例子
例 1.6.13，复一般线性群的作用
记 M(n,C) 为 n 阶复方阵的全体，它可以和 Cn = R2n 等同. 考虑如下作用

F : GL(n,C)×M(n,C) → M(n,C)

(A,K) 7→ AKA∗

其中 A∗ 表示矩阵 A 的共轭转置. 于是对任何固定的 K ∈M(n,C), 迷向子群

GL(n,R)K =
{
A ∈ GL(n,C) |AKA∗ = K

}
为闭 Lie 子群
特别地，K = In 时，迷向子群为酉群

U(n) = {A ∈ GL(n,C) | AA∗ = In},

它是紧致连通的维数为 n2 维的 Lie 群，特殊酉群 SU(n) = {A ∈ U(n) | detA = 1}
为它的闭 Lie 子群
习题 1.6
1. 计算 Lie 群的逆映射的切映射
2.Lie群的含单位元 e的连通分支也是 Lie群，且 Lie群的各分支之间是微分同胚的.
——————————————————————
第一章微分流形
3. 证明，连通拓扑群的离散正规子群必定含于其中心内，4. 证明，拓扑群的基本群

是交换群 5. 证明，一般线性群 GL(n,R) 恰有两个道路分支 (提示：考虑矩阵的极分
解)）：证明复的一般线性群 GL(n,C) 是道路连通的 6. 试说明可逆实上三角 n 阶方阵
的全体组成一个 Lie 群 7. 用例 1.6.8 说明 SL(n,R) 为 Lie 群，并计算其维数. 8. 说明
Lie 群同态的像是 Lie 子群 9. 说明微分流形的复选空间仍具有自然的微分结构，并且
任何为微分流形均存在单连通的复选流形. 10. 说明 Lie 群的复选空间仍然具有自然的
Lie 群结构. 11. 证明 SL(2,R) 同胚于 D2 × S1 ，其中 D2 为 R2 中的单位圆盘 12. 证
明 SO(2) 与 S1 微分同胚，SO(3) 与 RP 3 微分同胚，SU(2) 与 S3 微分同胚 13. 证明
U(n) 微分同胚于 S1 × SU(n)

——————————————————————
第二章流形上的微积分
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本章考虑流形上的微积分. 在数学分析中，我们研究欧氏空间以及函数或向量值的
函数；对于微分流形上的微积分，我们研究的对象是函数的推广，即各种向量丛的截面，
特别是张量丛的截面，即张量场，其中，微分形式是一类特殊的张量场我们将考虑微分
形式的积分并证明微积分的基本定理即重要的 Sokes 积分公式
§2.1 切丛和切向量场
设 M 为微分流形，我们在前一章定义了切空间和切向量，现在我们进一步把它们整

体化. 首先定义微分流形的切丛. 任给 p ∈M , 记 TpM 为 p 处的切空间，令

TM =
⋃
p∈M

TpM,

TM 就是 M 上所有切向量组成的集合，下面我们在 TM 上定义拓扑. 定义投影映
射 π : TM →M 为

π(Xp) = p, ∀Xp ∈ TpM.

设 (U,φ) 为 M 的任一局部坐标系，其坐标函数为 {xi}ni=1, 定义映射 θ 如下

θ : π−1(U) =
⋃
p∈U

TpM → U × Rn

Xp 7→ (p,Xp(x
1), Xp(x

2), · · · , Xp(x
n)).

θ 为一一满射，它诱导了 π−1(U) 上的拓扑，使得在这个拓扑下 θ 为同胚．一般地设
{(Uα, φα)} 为 M 的局部坐标覆盖，则我们这样定义 TM 上的拓扑：V 为 TM 上的开
集当且仅当 θα(V ∩ π−1(Uα)) 均为开集．不难验证这是 TM 上定义好的一个拓扑，在
这个拓扑下 π 为开映射，TM 为 A2 和 T2 的
下面我们说明 TM 具有微分结构. 事实上，{(π−1(Uα), (φα, id) ◦ θα))} 就组成一个

坐标覆盖，其中复合映射

(φα, id) ◦ θα : π−1(U)→ R2n

Xp 7→ (φ(p), Xp(x
1), Xp(x

2), · · · , Xp(x
n))

为 π−1(U) 上的坐标映射．当 Uα ∩ Uβ 6= ∅ 时，记

gβα : Uα ∩ Uβ → GL(n,R)

p 7→ J(φβ ◦ φ−1
α )(φα(p)),

——————————————————————
gβα 为光滑映射. 简单的计算表明，π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ) 上的坐标转换映射形如

[(φβ , id) ◦ θβ ] ◦ [(φα, id) ◦ θα]−1 : φα(Uα ∩ Uβ)× Rn → φβ(Uα ∩ Uβ)× Rn
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(x, a) 7→ (φβ ◦ φ−1
α (x), gβα(φ

−1
α (x))a),

因而是光滑的. 这就说明 TM 为 2n 维的光滑流形，并且在上面的微分结构下，投
影 π 是光滑映射
定义 2.1.1(切丛). 如上定义的微分流形 TM 称为 M 的切丛，π 称为切丛的投影
有了切丛的概念，我们就可以定义切向量场了，
定义 2.1.2（向量场). 设 X : M → TM 为 Ck 映射，如果 π ◦X = idM 为 M 上的

恒同映射，则称 X 为 M 上的 Ck 切向量场，有时简称向量场
粗略地说，向量场 X 就是在每一点 p ∈M 指定 p 处的一个切向量 Xp 的映射显然，

我们可以局部地定义 Ck 向量场. 下面的引理就给出了向量场可微程度的判别办法
引理 2.1.1. 设 M 为微分流形，U 为 M 上的开集，则
(1) X 为 U 上的 Ck 切向量场当且仅当对 M 的任意局部坐标系 (V, ψ)

X(p) = Xp =

n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣
p
, p ∈ U ∩ V,

其中 ai = X(xi) 为 U ∩ V 上的 Ck 函数：
(2) X 为 U 上的光滑切向量场当且仅当对任意光滑函数 f : U → R Xf 为 U 上光

滑函数，其中

Xf(p) = Xpf, p ∈ U.

证明.(1）只要将 X 在 TM 和 M 的局部坐标系下写出局部表示即可，细节留给读
者。

(2）如果 X 为 U 上光滑向量场，则对任意局部坐标系 (V, φ) 有

Xf = (

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
)f =

n∑
i=1

ai
∂f ◦ φ−1

∂xi
,

即 Xf 为光滑函数
反之，如果对任意光滑函数 f，Xf 均为光滑函数，则由于我们只需考虑局部性质，

故对于 U 内的局部光滑函数，Xf 也是局部光滑函数. 特别地，对于局部坐标函口数 xi

，X(xi) 为局部光滑函数，由 (1) 即知 X 是光滑的
——————————————————————
以后我们将看到，切丛是一个特殊的向量丛，而切向量场就是向量丛的一个截面. 恒

为零的向量场显然是光滑的，这是零截面，它的像是 TM 的正则子流形且与 M 微分同
胚，有时就用 M 表示。M 上的光滑向量场的全体记为 C◦◦(M ;TM)

例 2.1.1. 基向量场
如果 {xi} 为 U 上的局部坐标函数，则

∂

∂xi
: U → π−1(U), p→ ∂

∂xi

∣∣∣
p
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为 U 上的局部光滑向量场
例 2.1.2. 梯度场
Rn 上的整体坐标给出了 TRn = Rn × Rn 上的整体坐标，Rn 上的向量场 X 形如

X(x) = (x,Xx), x ∈ Rn,

其中 Xx ∈ TxRn = Rn ，因此，我们通常就用映射 Rn → Rn 来表示 R� 上的向量场
例如，如果 f : Rn → R 为光滑函数，则

∇f(x) = (
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, · · · , ∂f

∂xn
)

定义了 Rn 上的一个向量场，称为 f 的梯度场
定义 2.1.3（Lie 括号）. 设 X,Y 为 M 上的光滑向量场，给定 p ∈M , 定义

[X,Y ]pf = Xp(Y f)− Yp(Xf), ∀ f ∈ C∞(M).

根据下面的计算，[X,Y ]p ∈ TpM , 因而 [X,Y ] 定义了一个新的光滑向量场，称为 X

和 Y 的 Lie 括号积
我们来说明 [X,Y ]p 为切向量，显然，[X,Y ]p 是线性算子，我们只需验证其导子性

质：对于光滑函数 f , g, 计算如下

[X,Y ]p(fg) = Xp(Y (fg))− Yp(X(fg))

= Xp(f · Y g + g · Y f)− Yp(f ·Xg + g ·Xf)

= f(p)Xp(Y g) + (Ypg) ·Xpf + g(p)Xp(Y f) + (Ypf)Xpg

− f(p)Yp(Xg)− (Xpg)(Ypf)− g(p)Yp(Xf)− (Xpf)(Ypg)

= f(p)(Xp(Y g)− Yp(Xg)) + g(p)(Xp(Y f)− Yp(Xf))

= f(p)[X,Y ]pg + g(p)[X,Y ]pf.

——————————————————————
这说明 [X,Y ]p 的确为切向量，对于光滑函数 f, [X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf) 亦为光

滑函数，由上面的引理知 [X,Y ] 为光滑向量场．显然，对于局部的光滑向量场，我们地
可以定义 Lie 括号积运算 Iie 括号运算具有以下性质
·（反称性和双线性性）[X,Y ] = −[Y,X], [λX + µY,Z] = λ[X,Z] + µ[Y, Z]

∀ λ, µ ∈ R, X, Y, Z ∈ C∞(M ;TM);

·[fX, gY ] = f(Xg)Y − g(Y f)X + fg[X,Y ], 其中 f, g 为任意光滑函数：·（Jacobi 恒等
式）[X, [Y, Z]]+ [Y, [Z,X]]+ [Z, [X,Y ]] = 0·

[
∂
∂x∗ ,

∂
∂x′

]
= 0，其中 {xi}ni=1 为局部坐标

·设向量场 X,Y 有如下局部表示

X =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
, Y =

n∑
j=1

bj
∂

∂xj
,
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则 [X,Y ] 有如下局部表示

[X,Y ] =

n∑
i=1

n∑
j=1

(ai
∂bj

∂xi
− bi ∂a

j

∂xi
)
∂

∂xj
.

这些性质的证明都是直接的，我们留给读者. 这些性质表明，光滑向量场的全体在
Lie 括号运算下是一个 Lie 代数. 所谓 Lie 代数是指某个域 F 上的向量空间 V 连同运算
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[, ] : V × V → V X, Y )

7→ [X,Y > X, Y ) 7→
[X,Y

55



且运算 [] 满足以下条件：

[X,Y ] = −[Y,X], ∀X,Y ∈ V ;

[λX + µY,Z] = λ[X,Z] + µ[Y, Z], ∀ λ, µ ∈ F, X, Y, Z ∈ V ;

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0, ∀X,Y, Z ∈ V.

如果 W 为 V 的子线性空间，且 W 关于运算 [,] 是封闭的，则称 W 为 Lie 子代数
下面我们考察映射和向量场之间的关系. 首先，如果 f : M → N 为光滑映射则定义

整体的切映射 f∗ : TM → TN 如下

f∗|TpM = f∗p : TpM → Tf(p)N.

由切丛上微分结构的定义直接验证 f∗ 为光滑映射，且 f ◦ π = π ◦ f∗
——————————————————————
82.1 切丛和切向量场
定义 2.1.4 ∴ f 相关). 设 f :M → N 为光滑映射，X :M → TM ，Y : N → TN 分

别为 M ，N 上的光滑向量场．如果 f∗ ◦X = Y ◦ f ，则称向量场 X 与 Y 是 f 相关的
注. 如果 φ 是 N 上的光滑函数，则向量场 X 与 Y 是 f 相关的意味着

Xp(φ ◦ f) = Yf(p)φ, ∀ p ∈M.

上式也可以改写为

X(φ ◦ f) = (Y φ) ◦ f,

这也可以作为 f 相关的定义
命题 2.1.2. 设 X1, X2 为 M 上的光滑向量场，Y1, Y2 为 N 上的光滑向量场如果 Xi

和 Yi 是 f 相关的，i = 1, 2, 则 [X1, X2] 和 [Y1, Y2] 也是 f 相关的
证明. 给定 N 上的光滑函数 φ ，我们有如下计算：

[X1, X2]p(φ ◦ f) = X1(X2(φ ◦ f))−X2(X1(φ ◦ f))

= X1((Y2φ) ◦ f)−X2(Y1φ) ◦ f)

= Y1(Y2(φ)) ◦ f − Y2(Y1(φ) ◦ f

= ([Y1, Y2]φ) ◦ f,

即 f∗ ◦ [X1, X2] = [Y1, Y2] ◦ f.
一般地，如果 X 为 M 上的光滑向量场，则 f∗ ◦X 不一定是 Y 上的向量场. 如果

f :M → N 是微分同胚，则我们可以定义一个“前推”映射，它把 M 上的向量场映为
N 上的向量场：如果 X 为 M 上的向量场，则令

f∗X : N → TN, q → f∗f−1(q)Xf−1(q),
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此时 f∗X 为 N 上定义好的光滑向量场，且
推论 2.1.3. 设 f :M → N 为微分同胚，X,Y 为 M 上的光滑向量场，则

f∗[X,Y ] = [f∗X, f∗Y ].

例 2.1.3. 沿曲线的向量场，
设 σ : I →M 为光滑曲线，Y 为 M 上的切向量场．在区间 I 上取参数 t, 则 ∂

∂t 为
I 上的光滑向量场，它和 Y 是 σ 相关的当且仅当

Yσ(t) = σ′(t), t ∈ I.

——————————————————————
定义 2.1.5（积分曲线）. 设 X 为光滑向量场，σ : (a, b)→M 为光滑曲线. 如果

σ′(t) = Xσ(t), ∀ t ∈ (a, b),

则称 σ 为 X 的积分曲线或流线
例 2.1.4. 矩阵的指数次幂，
设 A ∈Mn×n, 定义

eA = In +A+
1

2
A+ · · ·+ 1

n!
An + · · · ,

则 eA ∈ GL(n,R) . 在 Rn 上定义向量场 XA 如下

XA(v) = Av, v ∈ Rn,

则 σ(t) = etAv0 (t ∈ R) （tER) (t ∈ R) 为 XA 的积分曲线
定理 2.1.4(积分曲线的存在惟一性). 设 X 为光滑向量场，则对任意 p ∈ M c ∈ R ，

存在 ϵ > 0 以及惟一的积分曲线 σ : (c− ϵ, c+ ϵ)→M , 使得 σ(c) = p

证明. 取 p 附近的局部坐标系 (U,φ), 在 U 内 X 可以表示为

X =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
,

其中 ai 均为 U 中光滑函数. 则在 U 内 σ 为经过 p 的积分曲线当且仅当
d
dtx

i ◦ σ(t) = ai(x1 ◦ σ, x2 ◦ σ, · · · , xn ◦ σ),

xi ◦ σ(c) = xi(p), i = 1, 2, · · · , n.

由常微分方程组解的存在惟一性（参见本书附录）知，这个方程组在局部上的解是
口存在惟一的
根据常微分方程组的理论，积分曲线 σ 光滑依赖于 c 和 p ，特别地，对于紧致集合

K ，存在 K 的开邻域 V ，以及 ϵ > 0 ，使得对任意 q ∈ V ，均存在经过 q 的积分曲线
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σq : (−ϵ, ϵ)→M, σq(0) = q.

利用常微分方程组解的存在惟一性就得到以下结果
定理 2.1.5. 设 X 为 M 上的光滑向量场，p ∈M ．则存在 p 的开邻域 V 及 ϵ > 0 ，

使得存在光滑映射 ϕ : (−ϵ, ϵ)× V →M 满足以下条件
(1) ϕ(·, q) 是经过 q 的积分曲线，∀ q ∈ V
——————————————————————
82.1 切丛和切向量场
(2) ϕ(0, q) = q, ∀ q ∈ V , 且当 |s|, |t|, |s+ t| < ϵ 时，如果 q, ϕt(q) = ϕ(t, q) ∈ V 则

ϕs+t(q) = ϕs ◦ ϕt(q).

(3) ϕℓ : V → ϕt(V ) 为微分同胚，|t| < ϵ

我们把定理中的 {ϕt} 称为由 X 生成的一族局部单参数变换群
定义 2.1.6(单参数变换群). 依赖于参数 t ∈ R 的一族微分同胚 {ϕt}t∈R 如果满足下

列条件
(1) ϕ : R×M →M ，ϕ(t, p) = ϕt(p) ，为光滑映射，
(2) ϕ0 = id (3) ϕs+t = ϕs ◦ ϕt, ∀ s, t ∈ R.
则之称为光滑单参数变换群
如果用 Lie 群作用的语言来说，则光滑单参数变换群可以看成实数加群 R 在 M 上

的一个光滑作用．一族光滑的单参数变换群在 M 上决定了光滑向量场

X(p) = (ϕ(t, p))′(0),

且 ϕ(·, p) 是 X 的经过 p 的积分曲线. 反之，如果向量场 X 生成了 M 的单参数变
换群，则称 X 为 M 上的完备向量场，这等价于说 X 的积分曲线都可以定义在整个 R
上.
例 2.1.5. 不完备的向量场，
在 (0,1) 上考虑向量场 X = ∂

∂t ，则经过 t0 ∈ (0, 1) 的积分曲线为 σt0(t) = t+ t0 σt0

的定义域显然不能为整个 R . 因此 X 不是完备的
对于 M 上的光滑向量场 X ，记

suppX = {p ∈M | X(p) 6= 0},

称为 X 的支集. 我们有
定理 2.1.6. 微分流形上具有紧致支集的光滑向量场都是完备的，
证明. 设 X 为 M 上的光滑向量场，且其支集 K = suppX 紧致. 由前面的说明存在

ϵ > 0 以及包含 K 的开邻域 V ，使得 X 生成了局部单参数变换群 {ϕt}|t∈(−ϵ,ϵ) ϕt 均
为从 V 到 ϕt(V ) 的微分同胚. 我们把 ϕt 的定义延拓到 K 之外

ϕt(p) = p, p /∈ K.
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——————————————————————
延拓后 ϕt 的定义是恰当的，且仍为光滑映射. 这样我们得到了光滑映射 ϕ : (−ϵ, ϵ)×

M →M ，使得每个 ϕt = ϕ(t, ·) 都是从 M 到 M 的微分同胚
现在我们对于 |t| ⩾ ϵ 定义 ϕt 如果 |t| ⩾ ϵ ，我们把 t 写成如下形式

t = k(
ϵ

2
) + r, k为整数, |r| < ϵ

2
.

令

ϕt =

ϕ s
2
◦ · · ·ϕ s

2
◦ ϕr, k ⩾ 0时ϕ s

2
复合k次,

ϕ− s
2
◦ · · ·ϕ− s

2
◦ ϕr, k < 0时ϕ− s

2
复合− k次.

则可以验证 {ϕt} 是定义好的由 X 生成的单参数变换群.
推论 2.1.7. 紧致微分流形上的光滑向量场都是完备的
利用（局部）单参数变换群我们可以重新给出向量场的 Lie 括号积的一个解释设

X,Y 为 M 上的光滑向量场，X 生成的局部单参数群为 {φt} . 对 p ∈M ，定义

(LXY )(p) = lim
s→0

(φ−s)∗Yφ(s) − Yp
s

=
d

dt

∣∣∣∣
s=0

(φ−s)∗Yφ(s),

其中极限是在切空间 TpM 中求的，我们称 LXY 是 Y 关于 X 的 Lie 导数
引理 2.1.8. 设 f : (−ϵ, ϵ)×M → R 为光滑函数，且 f(0, p) = 0, ∀ p ∈M. 则存在光

滑函数 g : (−ϵ, ϵ)×M → R 使得

f(s, p) = sg(s, p), g(0, p) =
∂f

∂s
(0, p), ∀ p ∈M.

证明. 由微积分基本公式，有

f(s, p) = f(s, p)− f(0, p) =
∫ 1

0

d

dt
f(st, p)dt

= s

∫ 1

0

∂

∂s
f(st, p)dt

= sg(s, p).

其中 g(0, p) =
∫ 1

0
∂
∂sf(0, p)dt =

∂f
∂s (0, p).

定理 2.1.9. 设 X,Y Y Y 如上，则
(1) LXY = [X,Y ]

(2) 设 h :M →M 为微分同胚，则

h∗X = X ⇐⇒ φs ◦ h = h ◦ φs, ∀ s.

——————————————————————
82.1 切丛和切向量场
证明.(1) 对任意 p ∈M , 设 f 为 p 附近的光滑函数，由上面的引理
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f ◦ φt − f = tgt, g0 = Xf.

我们计算如下：

(LXY )(p)f = lim
s→0

(φ−s)∗Yφ(s) − Yp
s

f

= lim
s→0

1

s
[Yφ(s)(f ◦ φ−s)− Ypf ]

= lim
s→0

1

s
[Yφ(s)(f)− Ypf ]− lim

s→0
Yφ(s)(g−s)

= lim
s→0

1

s
[Y f(φ(s))− Y f(p)]− Yp(g0)

= Xp(Y f)− Yp(Xf) = [X,Y ]pf.

(2) 考虑 M 上的微分同胚族 {h ◦ φt ◦ h−1} ，这仍为单参数变换群，且由向量场
h∗X 生成，因此 h∗X = X 当且仅当

h ◦ φt ◦ h−1 = φt,

即 h 和 φt 均可交换
推论 2.1.10. 设 X X X,Y Y Y 如上，Y 生成的局部单参数变换群为 {ψt}, 则
(1) [X,Y ] = 0当且仅当 (φs)∗Y = Y , ∀ s, (2) [X,Y ] = 0当且仅当 φs ◦ψt = ψt ◦φs,

∀ s, t.
证明.(1) 如果 (φs)∗Y = Y ，则由 Lie 导数的定义

(LXY )(p) = lim
s→0

(φ−s)∗Yφ(s) − Yp
s

= lim
s→0

Yp − Yp
s

= 0.

反之，如果 [X,Y ] = 0 ，则 TpM 中的曲线 ((φt)∗Y )p 关于 t 的导数为零，因而恒
为 Yp ，即 (φt)∗Y = Y

(2) 利用 (1) 和上面定理中的 (2) 即可下面我们用上述结果研究 Lie 群
定义 2.1.7. 设 M 为微分流形，如果存在光滑映射 f : TM →M ×Rn ，使得对任意

p ∈M f |TpM : TpM → {p} × Rn 为线性同构，则称 M 是可平行化的，
引理 2.1.11. 如果 M 可平行化，则映射 f 为微分同胚；并且 M 可平行化当且仅当

M 上存在处处线性无关的 n 个光滑切向量场，
证明. 设 M 是可平行化的，f : TM → M × Rn 为可平行化映射．由定义，f 是光

滑的一一满射．下面说明 f 是非退化的，即 f±i 总是满射，这样由逆映射定理
——————————————————————
即知 f 为微分同胚．事实上，任取 Xp ∈ TM 记 f(Xp) = (p, v) ，根据定义，显然

f∗XP
(TXP

TM) ⊃ {0} × TvRn ．另一方面，记 π1 : M × Rn →M 为向 M 的投影，则
π1 ◦ f = π ．由于 π∗ 为满射，故 (π1)∗ ◦ f∗Xp(TXpM) = TpM , 这说明 f∗ 为满射
设 M 可平行化，则 f 为微分同胚，记 {ei}ni=1 为向量空间 Rn 的一组基，令
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Xi :M → TM, Xi(p) = f−1(p, ei), p ∈M,

则 {Xi}ni=1 为 M 上处处线性无关的光滑向量场
反之，如果 {Xi}ni=1 为 M 上处处线性无关的光滑向量场，则对任意 Xp ∈ TM Xp

可表示为

Xp =

n∑
i=1

ai(p) ·Xi(p).

令

f : TM →M × Rn, f(Xp) = (p, a1(p), a2(p), · · · , an(p)),

f 就是可平行化映射
下面我们说明 Lie 群都是可平行化的. 设 G 为 Lie 群，给定单位元 e 处的切向量

Xe, 令

X(g) = (Lg)∗Xe, g ∈ G.

则 X(g) 为 g 处切向量，且

(Lh)∗X(g) = (Lh)∗(Lg)∗Xe = (Lhg)∗Xe = X(hg), ∀ h ∈ G.

映射 g → X(g) 定义了 G 上的向量场 X ，且 (Lh)∗X = X ，称之为 G 上的左不变
向量场.
命题 2.1.12.（1）Lie 群 G 上的左不变向量场为光滑向量场，
(2) 左不变向量场都是完备的向量场；(3) 左不变向量场的 Lie 括号积仍为左不变向

量场；(4) Lie 群都是可平行化的
证明.（1）设 Xe ∈ TeG 生成的左不变向量场为 X ，任给 G 上的光滑函数 f , 有

Xf(g) = X(g)f = (Lg)∗Xef = Xe(f ◦ Lg), g ∈ G.

取经过 e 的光滑曲线 σ : I → G 使得 σ′(0) = Xe ，则

Xf(g) =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

f(gσ(t)) =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

f ◦ µ(g, σ(t)),

其中 µ 是 G 上的乘积运算. 复合函数 f ◦ µ(g, σ(t)) 是 G × I 上的光滑函数，因而
Xf 为 G 上的光滑函数，即 X 为光滑向量场

——————————————————————
(2) 如果 σ 为左不变向量场 X 的积分曲线，则 (Lg) ◦ σ 也是 X 的积分曲线特别地，

如果 t1, t2 ∈ I, t1 + t2 ∈ I, 则 σ(t1)σ(t2) = σ(t1 + t2) ．由此易见 σ 的定义域可以延拓
到整个 R 上, 即 X 为完备的光滑向量场

(3) 设 X,Y 为左不变向量场，则
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(Lg)∗[X,Y ] = [(Lg)∗X, (Lg)∗Y ] = [X,Y ], ∀ g ∈ G.

因此 [X,Y ] 也是左不变向量场
(4) 取 TeG 的一组基 {Xie}ni=1 ，它们生成的左不变向量场 {Xi}ni=1 是处处线性无

关的光滑向量场，因此 G 是可平行化的口
根据这个命题，我们可以在 TeG 上定义 Lie 代数运算 []：设 Xe, Ye ∈ TeG, 它们分

别生成左不变向量场 X,Y ，定义

[Xe, Ye] = [X,Y ]e,

(TeG, [,]) 是有限维 Lie 代数，有时记为 g

定义 2.1.8（指数映射). 设 G 为 Lie 群，任取 Xe ∈ TeG, Xe Xe Xe 生成左不变向量
场 X X X, X X X 生成的单参数变换群为 {φt}t∈R . 令

exp : TeG→ G, exp(Xe) = φ1(e) = φ(1, e),

称 exp 为 G 的指数映射
指数映射有以下简单性质
命题 2.1.13. 设 X ∈ TeG 则

exp(tX) = φ(t, e), t ∈ R;

exp((t1 + t2)X) = exp(t1X) · exp(t2X), t1, t2 ∈ R;

exp(−tX) = (exp(tX))−1, t ∈ R;

(4) 指数映射 exp 为光滑映射，且切映射

exp∗0 : T0g = g→ TeG = g

为恒同映射，从而 exp 在 0 ∈ g 附近为微分同胚
证明.(1) 如果 X 生成的单参数变换群为 {φs}s∈R, 则 tX 生成的单参数变换群为

{φts}s∈R . 因此，由指数映射的定义，有

exp(tX) = φt(e) = φ(t, e).

(2) 由 (1) 得

exp((t1 + t2)X) = φ(t1 + t2, e) = φt1(e)φt2(e) = exp(t1X) · exp(t2X).

——————————————————————
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(3) 在 (2) 中令 t1 = t ，t2 = −t 即可
(4)exp 的光滑性是由积分曲线对参数的光滑依赖性决定的. 我们将 TeG 在原点 0 处

的切空间和自身等同，设 X ∈ TeG, 则 σ(t) = tX 为 TeG 中的光滑曲线，且 σ′(0) = X

，于是

exp∗0X =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(σ(t)) = d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ(t, e) = X,

即 exp 的切映射在 0 处为恒同映射
例 2.1.6. 单位圆周的指数映射
S1 = {eiθ ∈ C | θ ∈ R } S1 按复数的乘法成为 Lie 群. 在单位元 1 处，S1 的切空间

为 T1S
1 ∼= {iθ | θ ∈ R} ∼= R ，θ 生成的单参数变换群为 φ(t, g) = geitθ ，t ∈ R g ∈ S1

因此，S1 在 1 处的指数映射为

exp : R→ S1, exp(θ) = eiθ.

例 2.1.7. 一般线性群 GL(n,R) 的指数映射
在单位元 In 处，其切空间为 Mn×n = Rn2

，为了强调它是 Lie 代数，通常把切空
间记为 gl(n,R) . 设 A ∈ gl(n,R) ，A 决定的左不变向量场记为 XA . 设 σ 是从 In 出
发的 GL(n,R) 中光滑曲线，σ′(0) = A ，则

XA(B) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

B · σ(t) = B ·A ∈ TBGL(n,R) =Mn×n.

设 τ(t) 是经过 Ir 的 XA 的积分曲线，则

d

dt
τ(t) = XA(τ(t)) = τ(t) ·A, τ(0) = In.

这个方程有惟一的解

τ(t) = etA, t ∈ R.

因此指数映射为

exp : gl(n,R)→ GL(n,R), exp(A) = eA.

下面计算 gl(n,R) 中的 Lie 代数运算 []. 设 A,B ∈ gl(n,R). A,B 生成的单参数变换
群分别为

φ(t, P ) = P · etA, ψ(t, P ) = P · etB , P ∈ GL(n,R).

因此
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[A,B] =
d

ds

∣∣∣
s=0

(φ−s)∗(XB(φs))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[XB(φs) · e−sA]

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[esA ·B · e−sA)

= A ·B −B ·A.
——————————————————————
习题 2.1
1. 证明 TM 总是可定向的微分流形
2. 证明，切丛的投影 π : TM →M 为光滑淹没 3. 证明，任给 M 中的光滑曲线 σ ，

总存在 TM 中的光滑曲线 σ̄ ，使得 π ◦ σ̃ = σ 4. 将恒为零的向量场看成从 M 到 TM

的映射，说明这是一个嵌入 5. 验证我们所列举的向量场的 Lie 括号积的性质 6. 验证
整体切映射 f=k 的光滑性 7. 设 Xp Xp Xp, Xq Xg Xq 分别是 M 上两点 p, q 处的切
向量. 证明，存在 M 上的光滑向量场 X ，使得 X(p) = Xp X(p) = Xp X(p) = Xp,
X(q) = Xq X(q) = Xq X(q) = Xq 8. 在流形 M 上任取两点 p, q, 证明存在 M 到自身
的微分同胚 f , 使得 f(p) = q 9. 说明指数映射 e :Mn×n → GL(n,R) 为光滑映射

10. 将 Lie 导数看成 C◦◦(M ;TM) 的算子，证明

[LX , LY ] = L[X,Y ], ∀X,Y ∈ C∞(M ;TM).

11. 设 h : M → N 为微分同胚，M 上的向量场生成的局部单参数变换群 {ϕt}, 则
N 上的向量场 h∗X 生成的单参数变换群为 {h ◦ ϕt ◦ h−1} 12. 计算酉群 U(n) 和特殊线
性群 SL(n,R) ，SL(n,C) 的 Lie 代数
§2.2 可积性定理及应用
这一节我们利用向量场来研究子流形，我们的目的之一是将前一节中向量场及其积

分曲线的理论推广到多个向量场的情形，并用所得结果进一步研究 Lie 群
引理 2.2.1. 设 X 为微分流形 M 上的光滑向量场，p ∈M . 如果 X(p) 6= 0 ，则存在

p 附近的局部坐标 {yi}ni=1 ，使得在 p 附近

X =
∂

∂y1
.

——————————————————————
证明. 通过选取 p 附近的局部坐标，不妨设 M = Rn ，p = 0 ．向量场 X 在 p 附近

决定了单参数变换群 {ht}t∈(−ϵ,ϵ) ，ht : V → ht(V ) 为微分同胚. 在 p = 0 附近可以表
示为

X =

n∑
i=1

ai · ∂

∂xi
,

因为 X(p) 6= 0 ，不妨设 a1(p) 6= 0 记 V ′ = {(x2, · · · , xn) | (0, x2, · · · , xn) ∈ V } ，
考虑如下映射
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φ : (−ϵ, ϵ)× V ′ →M, φ(t, x2, · · · , xn) = ht(0, x
2, · · · , xn).

显然，φ(0, x2, · · · , xn) = (0, x2, · · · , xn), φ 在 p = 0 处的 Jacobian 为

Jφ(0) =


a1(0) 0 · · · 0

...
an(0) In−1

 ,

因此 φ 在 0 附近秩为 n ：由逆映射定理，φ 在 0 附近为微分同胚. 由于 φ∗
∂
∂t = X

故利用 φ−1 作为 p 附近的局部坐标映射，重新把它的第一个坐标函数记为 y1 ，则口
X = ∂

∂y1

这个引理说明非零的向量场局部上可以看成是坐标向量场. 如果 X,Y 均为 p 附近
的局部光滑向量场，且 X,Y 在 p 处线性无关，则是否 X,Y 可以同时看成坐标向量场？
我们知道，坐标向量场之间的 Lie 括号积为零，因此一个必要的条件就是 [X,Y ] = 0 ，
仍然利用单参数变换群，我们说明这也是必要条件
引理 2.2.2. 设 X1, · · · , Xk 为 M 上的光滑向量场，p ∈M . 如果 Xi(1 ⩽ i ⩽ k) 在 p

处线性无关，且 [Xi, Xj ] = 0 ，1 ⩽ i, j ⩽ k ，则存在 p 附近的局部坐标 {yi}ni=1 使得

Xi =
∂

∂yi
, 1 ⩽ i ⩽ k.

证明. 为了简单起见，我们象刚才的引理一样，设 M = Rn p = 0 . 通过适当地调整
坐标次序，不妨设

{X1(p), · · · , Xk(p),
∂

∂xk+1
|p, · · · ,

∂

∂xn
|p}

为 TpM 的一组基
记向量场 Xi 生成的局部单参数变换群为 φit , l ⩽ i ⩽ k. 由 [Xi, Xj ] = 0 以及前节

定理和推论，φis ◦ φ
j
t = φjt ◦ φis, ∀ s, t. 考虑映射

φ : (−ϵ, ϵ)k × Rn−k → M

(t1, · · · , tk, xk+1, · · · , xn) 7→ φ1
t1 ◦ · · ·φ

k
tk
(0, · · · , 0, xk+1, · · · , xn).

——————————————————————
显然，φ∗(

∂
∂t1

) = X1 由 φis ◦ φ
j
t = φjt ◦ φis 又可以知道 φ∗(

∂
∂ti

) = Xi + 1 ⩽ i ⩽ k 因
为

φ(0, · · · , 0, xk+1, · · · , xn) = φ1
0 ◦ · · ·φk0(0, · · · , 0, xk+1, · · · , xn)

= (0, · · · , 0, xk+1, · · · , xn),

因此 φ∗0(
∂
∂xl ) =

∂
∂xl |0 ，l = k + 1, · · · , n. 这说明 φ 在 0 附近秩为 n ．由逆映射定

理 φ 在 0 附近为微分同胚. 利用 φ−1 作为 p 附近的局部坐标映射就得到欲证结果. 口
设 M 为微分流形. M 上的一个分布 (distribution) D 是指将每一点 p ∈ M 都映

为 TpM 的一个 k 维线性子空间 D(p) 的一个映射，k 称为此分布的秩. 如果对任意
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p ∈ M ，均存在 p 的开邻域 U 以及 U 上的光滑向量场 X1, · · · , Xk ，使得 D(q) 由
X1(q), · · · , Xk(q) 张成，V q ∈ U ，则称 D 为光滑分布
设 D 为光滑分布，X 为光滑向量场. 如果对任意 p ∈ M ，均有 X(p) ∈ D(p) ，则

称 X 属于分布 D ，记为 X ∈ D . 如果对于任意两个属于 D 的光滑向量场 X,Y , 均有
[X,Y ] ∈ D ，则称 D 为对合（involutive) 分布，或可积分布
设 i : N →M 为单浸入，D 为光滑分布. 如果对任意 p ∈ N ，均有

i∗p(TpN) = D(i(p)),

则称 (N, i) 为分布 D 的积分流形
显然，如果分布 D 由向量场 X 生成，则积分曲线即为积分流形．下面我们考虑一

般的光滑分布. 不难看出，如果对任意的 p ∈M ，均存在经过 p 的积分流形，则 D 是
对合分布，反之，我们有
定理 2.2.3（Frobenius). 设 D 为 M 上秩为 k 的对合分布，则对任意 p ∈M 存在 p

附近的局部坐标系 {(V, ψ)} ，使得形如下面的坐标片（slice）

{q ∈ V | yl(q) = cl, cl为常数, l = k + 1, · · · , n}

均为 D 的积分流形，并且如果 (N, i) 为 D 的一个连通积分流形，i(N) ⊂ V , 则
i(N) 含于如上某个坐标片中，
证明. 固定 p ∈M , 在 p 附近存在光滑向量场 X1, · · · , Xk, 使得

D = span{X1, · · · , Xk}.

设 {xi}ni=1 为 p 附近的局部坐标，向量场 Xi 可表为

Xi(q) =

n∑
i=1

aji (q)
∂

∂xj
|q.

因为 {Xi}ki=1 线性无关，我们不妨假设 k 阶方阵 A =
(
aji

)
1⩽i,j⩽k

在 p 的开邻域 U

上可逆. 令

(Y1, · · · , Yk)T = A−1 · (X1, · · · , Xk)
T ,

——————————————————————
则仍有 D = span{Y1, · · · , Yk} ，且

Yi(q) =
∂

∂xi
|q + Zi(q), i = 1, · · · , k, q ∈ U.

其中，Zi 为 U 上的光滑向量场，且不含 ∂
∂xj (j ⩽ k) 分量，即

Zi
(
xj
)
= 0, j ⩽ k.
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由等式

[Yi, Yj ] = [
∂

∂xi
+ Zi,

∂

∂xj
+ Zj ]

= [
∂

∂xi
, Zj ] + [Zi,

∂

∂xj
] + [Zi, Zj ]

知 [Yi, Yj ] 亦不含 ∂
∂x1 (l ⩽ k) 分量. 另一方面，D 为对合分布

[Yi, Yj ] ∈ span{Y1, · · · , Yk}.

由 (2.1）知

[
Yi, Yj

]
= 0, ∀ 1 ⩽ i, j ⩽ k.

由上面的引理，在 p 附近存在局部坐标邻域 (V, ψ) ，使得在 V 上有

Yi =
∂

∂yi
, 1 ⩽ i ⩽ k.

从而根据积分流形的定义，如下的坐标片 ′CL 为常数

{q ∈ V | yl(q) = cl, j = k + 1, · · · , n}

均为 D 的积分流形
最后，如果 (N, i) 为 D 的连通积分流形，i(N) ⊂ V , 考虑复合映射

N
i→ V

ψ→ ψ(V ) ⊂ Rn π→ Rn−k,

其中 π : Rn → Rn−k 为投影

π(x1, · · · , xn) = (xk+1, · · · , xn).

因为 π∗
∂
∂x∗ = 0 ，i = 1, · · · , k, 故 (π ◦ ψ ◦ i)∗ = 0 因为 N 连通，故 π ◦ ψ ◦ i 为常值

口映射，从而 i(N) 必定含于如上某个坐标片中
如果 (N, i) 为积分流形，N 是连通的且不是另一积分流形的真子集，则称 (N, i) 为

极大积分流形. 可以证明，对于光滑对合分布，存在经过给定点的惟一极大积分流形，
使得经过该点的任何连通积分流形均含于此极大积分流形中，下面，我们利用这些结论
进一步研究 Lie 群

——————————————————————
82.2 可积性定理及应用
命题 2.2.4. 设 φ : H → G 为 Lie 群同态，则
(1) 切映射 φ∗e : h → g 为 Lie 代数同态，即保持 [,] 运算；(2) φ ◦ exp = exp ◦φ∗e,

即下列图表可交换：
![](https://storage.simpletex.cn/view/fVetXkWx3ozrnBiMXvXapGgeoHS7haFVh)
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(3) 如果 H 为连通 Lie 群，φ1, φ2 : H → G 均为 Lie 群同态，则当 (φ1)∗e = (φ2)∗e

时 φ1 = φ2

证明.(1) 设 Xe ∈ h ，Xe 生成的左不变向量场记为 X Ye = φ∗eXe 生成的左不变向
量场记为 Y , 则

φ∗gX = φ∗g(Lg)∗eXe

= (φ ◦ Lg)∗eXe

= (Lφ(g) ◦ φ)∗eXe

= (Lφ(g))∗eYe = Yφ(g).

即 X 和 Y 是 φ 相关的. 根据前节命题 2.1.2, φ 相关的向量场的 Lie 括号积仍为 φ

相关的，从而由 Lie 代数的定义知 φk 保持 Lie 括号运算
(2) 设 Xe ∈ h ，Xe 生成的经过单位元的积分曲线为 σ ，则由 (1）的证明知，φ ◦ σ

为 φ∗eXe 生成的积分曲线，于是由指数映射的定义知

φ ◦ exp(Xe) = φ ◦ σ(1) = exp ◦φ∗eXe.

(3) 如果 (φ1)∗e = (φ2)∗e ，则由 (2) 即知

φ1 ◦ exp = φ2 ◦ exp : h→ G.

因为指数映射在 0 附近是微分同胚，故存在 e ∈ H 的开邻域 U , 使得 φ1|U = φ2|U
因为 H 连通，根据引理 1.6.7 ⋃

n⩾1

Un = H.

因为 φ1, φ2 为同态，这说明 φ1 = φ2

这个命题说明，Lie 子群的 Lie 代数可看成一个 Lie 子代数，反之，我们有
命题 2.2.5. 设 g 为 Lie 群 G 的 Lie 代数. 如果 b 为 g 的 Lie 子代数，则存在惟一的

连通 Lie 子群 (H,φ) ，使得 φ∗e(TeH) = h̄

证明. 设 h 维数为 k ，取它的一组基为 X1, · · · , Xk ，它们生成的左不变向量场仍记
为 X1, · · · , Xk, 这些左不变向量场张成了 G 上的一个分布 D

——————————————————————
D 是对合分布. 事实上，设 X,Y 是属于 D 的光滑向量场，则 X,Y 可以表示为

X =

k∑
i=1

aiXi, Y =

k∑
i=1

biXi,

其中 ai, bi 均为光滑函数. 从而有

[X,Y ] =

k∑
i,j=1

{aibj [Xi, Xj ] + aiXi(b
j)Xj − bjXj(a

i)Xi}.
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因为 h 为 Lie 子代数，故 [Xi, Xj ] ∈ span{Xl}kl=1 这说明 [X,Y ] ∈ D
设 (H,φ) 为经过 e 的极大积分流形，任取 σ ∈ φ(H) ．由于分布 D 在左移下不

变，故 (H,Lσ−1 ◦ φ) 仍为经过 e 的积分流形，从而 Lσ−1 ◦ φ(H) ⊂ φ(H) ．特别地
σ−1 ∈ φ(H) . 同理，当 σ, τ ∈ φ(H) 时，στ ∈ φ(H) . 这就说明 φ(H) 为 G 的子群
为了说明 (H,φ) 为 Lie 子群，只要说明映射

α : H ×H → H, α(σ, τ) = στ

是光滑的即可，注意到映射

β : H ×H → G, β(σ, τ) = µ(φ(σ), φ(τ))

为光滑映射，其中 µ 为 G 中乘积运算，由 β = φ ◦α 不难看出 α 也是光滑映射（参
见本节习题). 这说明 (H,φ) 为 G 的 Lie 子群，且显然 φ∗(TeH) = h̄

惟一性：设 (K,ψ) 为 G 的另一连通 Lie 子群，ψ∗e(TeK) = h̄ ，则 (K,ψ) 也是经
过 e 的积分流形，由 (H,φ) 的极大性知 ψ(K) ⊂ φ(H) ，从而（见习题) 存在光滑映射
f : K → H 使得 ψ = φ ◦ f , f f f 为单的 Lie 群同态. 因为 dimK = dimH ，因此口 f

也是满的同态，从为 Lie 群同构
定理 2.2.6.设 g, h分别为 Lie群 G,H 的 Lie代数，如果 G是单连通 Lie群 ψ : g → h

为 Lie 代数同态，则存在惟一的 Lie 群同态 φ : G→ H ，使得 φ∗e = ψ

证明. 只要证明存在性即可. 为此，考虑乘积 Lie 群 G ×H 其 Lie 代数为 g ⊕ h 显
然，{(X,ψ(X)) ∈ g⊕ h | X ∈ g} 为 g ⊕ h 的 Lie 子代数. 因此存在 G×H 的 Lie 子群
(G′, φ′) ，使得

φ′
∗e(TeG

′) = {(X,ψ(X)) ∈ g⊕ h | X ∈ g}.

记

π1 : G×H → G, π2 : G×H → H

分别为向分量 G G G, H H H 的投影同态，则 π1 ◦ φ : G′ → G 为同态，且其切映
射为满同态. 由于 dimG′ = dimG ，故切映射是线性同构. 根据第一章最后一节的结果，
我们

——————————————————————
知道 π1 ◦ φ 为复迭映射．由于 G 是单连通的 Lie 群，故此复迭映射是一一的，即为

Lie 群同构
令

φ = π2 ◦ φ′ ◦ (π1 ◦ φ′)−1 : G→ H,

则 ψ 即为满足要求的 Lie 群同态
推论 2.2.7. 两个单连通的 Lie 群是同构的当且仅当它们的 Lie 代数同构
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这个推论表明，单连通的 Lie 群由其 Lie 代数惟一决定. 由 Lie 代数的表示理论可
知，每一个有限维的 Lie 代数均可视为某个一般线性群的 Lie 代数的子代数因而也是某
个 Lie 群的 Lie 代数. 因此，单连通 Lie 群的分类等价于 Lie 代数的分类
定理 2.2.8(Cartan). 设 A 为 Lie 群 G 的子群. 如果 A 为闭集，则 A 上有惟一的微

分结构，使之成为 G 的闭 Lie 子群
证明. 先证明微分结构的存在性. 令

a = {X ∈ g | exp(tX) ∈ A, ∀ t ∈ R}.

显然，0 ∈ a ，并且当 X ∈ a 时 tX ∈ a, ∀ t ∈ R 如果 X,Y ∈ a ，则由（见习题）

exp(sX)exp(sY ) = exp(s(X + Y ) +O(s2))

知

lim
n→∞

(exp t

n
X · exp t

n
Y )n = exp(t(X + Y )), ∀ t ∈ R.

上式用到 A 是闭子集以及关于群的运算是封闭的. 这说明

X,Y ∈ a =⇒ exp(t(X + Y )) ∈ A, ∀ t ∈ R =⇒ X + Y ∈ a.

从而 a 为 g 的子线性空间. 任取 a 在 g 中的补空间，记为 b ，考虑光滑映射

α : a× b→ G, α(X,Y ) = exp(X) · exp(Y ).

根据指数映射的性质知 α 在 (0,0) 处秩为 n = dimG ，从而分别存在 0 ∈ a 和 0 ∈ b
的开邻域 U, V , 使得 α|U×V 为微分同胚，其像为 e ∈ G 的开邻域 W

断言：V 可以取得充分小，使得 A ∩ exp(V ) = {e} ：（反证法）假若不然，则存在
一列 Yi ∈ V ，Yi 6= 0 ，Yi → 0 且 exp(Yi) ∈ A . 通过选取子列以及 tj > 0 t; >0 tj > 0,
tj → 0, t→0 tj → 0 可设 t−1

j Yj → Y 6= 0 Y ∈ b . 对任意 t > 0 ，有

exp(tY ) = exp( lim
j→∞

[t−1
j t]Yj) = lim

j→∞
(expYj)[t

−1
j t] ∈ A,

——————————————————————
其中，[t−1

j t] 表示不超过 t−1
j t 的最大整数. 由于 exp(−tY ) = (exp tY )−1 ，因此

Y ∈ a 这和 Y ∈ b 以及 Y 6= 0 相矛盾
现在我们假设 V 是充分小的邻域，则对任意 σ ∈ A ∩W , σ C σ 可写为

σ = expX · expY, X ∈ U, Y ∈ V.

由 expX ∈ A 知 expY ∈ A ，从而 Y = 0 ，即

σ = expX.
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当 U, V 取得充分小时，exp−1 |W 为微分同胚，此时

A ∩W = exp−1(U)

这说明在 e 附近 A 为 G 的正则子流形. 因为 A 为子群，故在任意点附近 A 也为正
则子流形，从而 A 为 G 的闭 Lie 子群. 显然，A 的 Lie 代数为 a

惟一性：如果 A 上另有微分结构，使得 A 为 G 的 Lie 子群，则 A 的含有单位元 e

的连通分支为一个积分流形，不难证明，A 的 Lie 代数也是 a ，因此惟一性由积分流形
的惟一性可得口
定理 2.2.9.(1) 设 φ : R→ G 是从加法群 R 到 Lie 群 G 的连续同态，则 φ 必为光滑

Lie 群同态
(2) 设 ψ : H → G 为 Lie 群之间的连续同态，则 ψ 为光滑 Lie 群同态
证明.(1）先设 φ(1) 6= e ：因为 φ 为连续同态，故当 m 充分大时，存在惟一的

Xm ∈ g ，使得

expXm = φ(
1

m
),

且 Xm → 0 ，m→∞ ，通过选取子列以及 tm > 0 ，tm → 0 ，可设

lim
m→∞

t−1
m Xm = X ∈ g, X 6= 0.

于是对任意 t > 0 ，有

tX = lim
m→∞

tt−1
m Xm = lim

m→∞
[t−1
m t]Xm,

因而

exp(tX) = exp( lim
m→∞

[t−1
m t]Xm)

= lim
m→∞

exp([t−1
m t]Xm)

= lim
m→∞

(expXm)[t
−1
m t]

= lim
m→∞

(φ(
1

m
))[t

−1
m t]

= lim
m→∞

φ(
1

m
[t−1
m t]) = lim

m→∞
φ(

t

mtm
).

——————————————————————
82.2 可积性定理及应用
注意到 exp(mXm) = φ(1) 6= e, 故 mXm ↠ 0, 从而 mtm ↠ 0. ，通过选取子列，不

妨设

lim
m→∞

1

mtm
= c ∈ R,

则由上面的计算，得

φ(ct) = exp(tX), ∀ t > 0.

71



这也说明 c 6= 0 ，因此

φ(t) = exp(tc−1X), ∀ t > 0.

因为 φ 为同态，故上式对任意 t ∈ R 均成立，特别地，φ 是光滑同态
如果 φ : R→ G 为任意非平凡连续同态，则存在 α 6= 0 ，使得 φ(α) 6= e . 考虑加群

同构

lα : R→ R, lα(x) = αx, x ∈ R,

复合同态 φ ◦ lα 为连续同态，且 φ ◦ lα(1) 6= e ，根据刚才的证明，φ ◦ lα 是光滑的
从而 φ 也是光滑的
（2) 利用指数映射及（1），细节留作习题
根据这个定理我们知道，在 C0 Lie 群上至多存在一个相容的微分构造使之成为光滑

Lie 群. 反之，Gleason,Montgomery 和 Zippen 解决了 Hilbert 的第五问题证明了，在每
个 C0 群上都存在一个相容的微分构造使之成为光滑 Lie 群
习题 2.2
1. 设 D 为 M 上的光滑分布，如果对任意的 p ∈ M ，均存在经过 p 的积分流形则

D 是对合分布
2. 设 (N,φ) 为积分流形，如果 f : S →M 为微分流形之间的光滑映射，且 f(S) ⊂

：φ(N) ，则存在惟一的光滑映射 g : S → N ，使得 f = φ ◦ g
3. 设 g 为 Lie 群的 Lie 代数，当 X,Y ∈ g ，t ∈ R 充分小时，证明

exp tX · exp tY = exp{t(X + Y ) +O(t2)}.

4. 条件同上，证明

exp(−tY )exp(−tX)exp(tY )exp(tX) = exp{t2[X,Y ] +O(t3)}.

5. 证明，连通 Lie 群为交换群当且仅当它的 Lie 代数是平凡的，即 [,]=0
——————————————————————
第二章流形上的微积分
6. 对 1 维连通 Lie 群加以分类
7. 补上本节最后定理中第二部分的证明 8. 证明，如果 P ∈ GL(n,R) ，则 ePAP

−1

=

PeAP−1 ；如果 AB = BA ，则 eAeB =

eA+B = eBeA.

9. 证明 det eA = etrA, 并找一个行列式大于零矩阵 B ，使得 B /∈ exp(gl(n,R)).
82.3 向量丛和纤维丛
在前两节我们定义了切丛，研究了切丛的截面，即向量场. 切丛是一种特殊的微分流

形：
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(1) 切丛局部上是乘积空间，且乘积空间的第二个分量为线性空间
(2）切丛的局部坐标转换映射保持第二个分量的线性性
下面我们考虑这种流形的推广，
定义 2.3.1（向量丛). 设 E,M 为微分流形，π : E → M 为光滑满射．如果存在 M

的开覆盖 {Uα} 以及微分同胚 ψα : π−1(Uα)→ Uα × Rk 满足下面的条件

ψα(π
−1(p)) = {p} × Rk, ∀ p ∈ Uα;

(2) 当 Uα ∩ Uβ 6= ∅ 时，存在光滑映射 gβα : Uα ∩ Uβ → GL(k,R) 使得

ψβ ◦ ψ−1
α (p, v) = (p, gβα(p)v), ∀ p ∈ Uα ∩ Uβ , v ∈ Rk.

则称 E 为 M 上的向量丛，k 为该向量丛的秩，π 为丛投影，E 和 M 分别称为总
空间和底空间，
我们也把 ψα 称为局部平凡化，gβα 为连接函数. 我们还称 π−1(p) = Ep 为 p 上的纤

维，根据定义中的条件 (1)，纤维 π−1(p) 中还可自然地定义线性结构，使之线性同构于
Rk ，并且由条件 (2)，这样的线性结构由 GL(k,R) 加以保持，我们把 GL(k,R) 称为
结构群. 如果存在闭的 Lie 子群 H ，使得 gβα(p) ∈ H, ∀ p ∈ Uα ∩ Uβ 则称结构群可约
化到子群 H

在向量丛的定义中，连接函数处于非常重要的地位，这些连接函数满足如下一些性
质：

gαα = 1, ∀ Uα; gβα · gαγ · gγβ = 1, ∀ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅.

特别地，gαβ = (gβα)
−1 ．反之，如果有这样一族光滑函数 {gβα} 满足上述条件，则

定义商空间

E =
∐
α

(Uα × Rk)/ ∼,

——————————————————————
82.3 向量丛和纤维丛
其中，等价关系 ∼定义如下：任给 (p,v) � Ua x Rk (p, v) ∈ Uα×Rk (p, v) ∈ Uα×Rk,

(q, w) ∈ Uβ × Rk 规定

(p, v) ∼ (q, w)⇐⇒ p = q, w = gβα(p)v.

E 的拓扑由商拓扑给出. 用 [p, v] 表示 (p, v) 的等价类，定义投影 π : E → M 为
π([p, v]) = p ，则不难验证 E 在投影 π 之下成为 M 上的向量丛
例 2.3.1. 平凡向量丛
令 E =M × Rk π : E →M 是向第一个分量的投影. 则显然，E 为 M 上的向量丛，

其平凡化为恒同映射，连接函数恒为 1（单位矩阵）
例 2.3.2. 流形的切丛
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设 M 为微分流形，其切向量的全体组成的空间 TM=UTM 连同投影 TM =⋃
n∈M TpM π : TM →M 满足上面向量丛的条件，这是秩为 dimM 的向量丛
例 2.3.3. 实投影空间 RPn 上的秩为 1 的向量丛
令 E = {(v, [w]) ∈ Rn+1 × RPn | ∃ λ ∈ R,使得 v = λw} . E是乘积流形 Rn+1×RPn

的子集，其拓扑定义为子拓扑. 定义自然投影 π : E → RPn 为

π((v, [w])) = [w].

则 E 是 RPn 上秩为 1 的向量丛
事实上，令 Uj = {[w1, · · · , wn+1] ∈ RPn | wj 6= 0}, j = 1, 2, · · · , n+ 1 j= 1,2,-. ,n

+ 1 j = 1, 2, · · · , n+ 1 ：则定义 ψj : π
−1(Uj)→ Uj × R 为

ψj(v, [w]) = ([w], vj), [w] ∈ Uj , (v, [w]) ∈ E.

ψj 为微分同胚，且当 i 6= j 时

ψi ◦ ψ−1
j ([w], a) = ([w],

wi

wj
a), [w] ∈ Ui ∩ Uj , a ∈ R.

因此连接函数 gij : Ui ∩ Uj → GL(1,R) 为

gij([w]) = wi/wj ,

这是光滑映射. 因此 E 是 RPn 上光滑向量丛
我们有时把秩为 1 的向量丛称为线丛. 上例也可推广到秩不是 1 的情形
定义 2.3.2（截面). 设 E 为 M 上的光滑向量丛，π : E →M 为丛投影. 如果 Cr 映

射 σ :M → E 满足条件 π ◦ σ = id ，即 σ(p) ∈ π−1(p) ，∀ p ∈M ，则称 σ 为 E 的一
个 Cr 截面.

——————————————————————
向量丛 E 上 Crr 截面的全体记为 Cr(M ;E) ，当我们不强调可微性时，也记为

Γ(M ;E) ．截面也可以局部定义，即只定义在 M 上的开集中．把任何 p ∈M 映为纤维
Ep 中零向量的映射是一个特殊的截面，称为零截面. 我们也可以在 Crr(M ;E) 中自然
地定义加法和数乘运算，使之称为向量空间，零截面是这个空间中的零元
例 2.3.4. 平凡向量丛的截面
映射 s :M →M × Rk 为截面当且仅当 s 形如

s(p) = (p, f(p)), p ∈M,

其中，f : M → Rk 为 M 上的 Cr 向量值函数. 可见，截面实际上是函数和向量值
函数的推广，今后我们研究的对象也大多是各种向量丛的截面
例 2.3.5. 切丛的截面
按照我们的定义，切丛的截面就是 M 上的切向量场，我们有时也把一般向量丛的截

面称为向量场
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按照向量丛的定义，向量丛在局部上总可以看成平凡丛，因此截面都有所谓的局部
表示. 设 σ : E →M 为截面，{ψα} 为局部平凡化，则

ψα(σ(p)) = (p, σα(p)), ∀ p ∈ Uα.

其中，σα 为 Uα 到 Rk 的映射，且当 Uα ∩ Uβ 6= ∅ 时，有

σβ(p) = gβα(p) · σα(p), ∀ p ∈ Uα ∩ Uβ .

反之，满足上述条件的一组映射 {σα} 就决定了 E 上的一个截面
定义 2.3.3(丛映射). 设 E1 为 M 上的向量丛，E2 为 N 上的向量丛，π1 ，π2 分

别为丛投影. 如果 Cr 映射对 (F, f) : (E1,M) → (E2, N) 满足条件 π2 ◦ F = f ◦ π1 即
F (π−1

1 (p)) ⊂ π−1
2 (f(p)) , p ∈M ，并且 F 限制在每个纤维 π−1(p) 上均为线性同态，则

称 (F, f) 为向量丛 E1 和 E2 之间的丛映射，
显然，丛映射 (F, f) 中的映射 f 完全由 F 决定. 如果存在从 E2 到 E1 的丛映射

(G, g) ，使得 G 和 F 互为逆映射，g 和 f 也互为逆映射，则称 (F, f) 及 (G, g) 为互逆
的丛等价，此时 F 限制在纤维上均为线性同构
特别地，如果 M = N ，则称丛映射 (F, id) 为丛同态，相应地把丛等价称为丛同构.

我们不区分同构的向量丛
例 2.3.6. 设 f : M → N 为光滑映射，则 f 的切映射 f∗ : TM → TN 为丛映射. 而

微分流形的切丛可平行化当且仅当其切丛同构于平凡向量丛
——————————————————————
82.3 向量丛和纤维丛
下面我们考虑向量丛的一个有用的例子. 设 E 为 M 上的向量丛，f : N → M 为光

滑映射. 令

f∗E = {(n, v) ∈ N × E | f(n) = π(v)} ⊂ N × E.

可以证明 (习题），f∗E 为乘积流形 N × E 的正则子流形
定义投影 πf : f∗E → N 为

πf (n, v) = n, ∀ (n, v) ∈ f∗E.

则 f∗E 成为 N 上的向量丛. 事实上，设 U 为 M 中的开集，ψ : π−1(U)→ U × Rk

为 E 在 U 上的局部平凡化，则映射 ψf : π−1
f (f−1(U))→ f−1(U)× Rk

ψf (n, v) = (n, π2(ψ(v)))

为微分同胚，其中 π2 : U × Rk → Rk 为向第二个分量的投影. 如果 ψα 和 ψβ 分别
为 Ua Uα Uα, Uβ Uβ Uβ 上的局部平凡化，则有

ψβf ◦ ψ−1
αf (n, v) = (n, gβα(f(n))v),
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其中 gβα 为 E 的连接函数．这说明 f∗E 为 N 上的向量丛，并且其连接函数为
{gβα ◦ f}
我们把 f∗E 称为诱导丛或拉回丛．可以证明，如果 f1, f2 : N →M 为同伦映射，则

它们的拉回丛 f∗1E 和 f∗2E 是同构的．特别地，可缩流形上的向量丛均为平凡丛
定义 2.3.4（子丛）. 设 E 是 M 上秩为 k 的向量丛，如果 F 为 E 的正则子流形，

且 E 的局部平凡化 ψ 满足条件

ψ(π−1(U) ∩ F ) = U × Rl,

则 E 的丛投影限制在 F 上仍为丛投影，F 为 M 上秩为 l 的向量丛，称为 E 的子
向量丛，简称子丛
设 E,F,G 均为 M 上的向量丛，如果丛同态 f : F → E 和 g : E → G 限制在纤维

上的同态序列
0→ Fp

fp−→ Ep
gp−→ Gp → 0, p ∈M

是短正合序列，则称丛同态序列

0→ F
f→ E

g→ G→ 0

——————————————————————
为短正合序列. 如果 F 为 E 的子丛，则令

G = E/F =
⋃
p∈M

Ep/Fp

G 也是 M 上的向量丛，且有丛的短正合列 0→ F → E → G→ 0, 称 G 为 E 和 F

的商丛
例 2.3.7. 子流形的法丛
如果 N 为 M 的正则子流形，则 N 的切丛 TN 为限制丛 TM |N 的子丛，其商丛称

为 N 的法从. 例如，考虑 n 维球面 Sn ，其法丛为

NSn = {(p, v) ∈ Sn × Rn+1 | v = λp, λ ∈ R.}.

这是一个平凡线丛.
下面我们介绍向量丛之间的几种简单的运算
(1）Whitney 和，也称直和
设 E E E, F F F 为 M 上的向量丛，秩分别为 k, l. 定义空间

E ⊕ F =
⋃
p∈M

Ep ⊕ Fp

以及投影映射 π : E ⊕ F →M 为
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π(ep ⊕ fp) = p, ∀ ep ∈ Ep, fp ∈ Fp, p ∈M.

在此投影下 E ⊕ F 成为 M 上秩为 k + l 的向量丛. 实际上，因为 E 和 F 在 M 上
均有局部平凡化的开覆盖，通过选取公共的开加细，我们不妨设 {Uα} 既是 E 的局部
平凡化覆盖，又是 F 的局部平凡化覆盖，它们的平凡化映射分别为

ψEα : π−1
E (Uα)→ Uα × Rk, ψFα : π−1

F (Uα)→ Uα × Rl,

则 E ⊕ F 在 Uα 上的局部平凡化

ψα : π−1(Uα)→ Uα × Rk+l

可以定义为

ψα(ep ⊕ fp) = (p, (πE2 ◦ ψEα (ep), πF2 ◦ ψFα (fp))T ),

其中 πE2 : Uα × Rk → Rk 和 πF2 : Uα × Rl → Rl 分别为向第二个分量的投影映射因
此，如果 gEβα 和 gFβα 分别为 E 和 F 的连接函数，则

ψβ ◦ ψ−1
α (p, (a, b)T ) = (p,

(
gEβα(p) 0

0 gFβα(p)

)(
a

b

)
),

——————————————————————
2.3�������
即 E ⊕ F 的连接函数为

gβα =

(
gEβα 0

0 gFβα

)
.

(2）对偶丛
设 E 为 M 上秩为 k 的向量丛，考虑如下空间

E∗ =
⋃
p∈M

E∗
p ,

其中 E∗
p 为向量空间 Ep 的对偶空间，即

E∗
p = {ϕ : Ep → R | ϕ 为线性映射
定义投影 π2k 为

π∗ : E∗ →M, π∗(E∗
p) = p, ∀ p ∈M.

则 E∗ 成为 M 上秩为 k 的向量丛，称为 E 的对偶丛. 如果 ψα 为 E 的局部平凡化，
则对 V p ∈ Uα ，ψαp : Ep → {p} × Rk 为线性同构，它诱导了自然的线性同构
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ψ∗
αp : E

∗
p → {p} × (Rk)∗ → {p} × Rk

其中，通过 Rk 上的内积我们将 Rk 和它的对偶空间 (Rk)∗ 自然地等同起来. E∗ 的
连接函数可以通过计算转换映射得到：

ψ∗
β ◦ (ψ∗

α)
−1(p, v) = (p, (gTβα(p))

−1v),

因此 E∗ 的连接函数为

g∗βα = (gTβα)
−1.

(3）张量积
我们先简要地介绍一下向量空间之间的张量积. 设 V,W 分别为两个有限维的向量空

间，其对偶空间分别记为 V ∗ 和 W ∗ 记
V ⊗W = {f : V ∗ ×W ∗ → R | f 关于两个分量都是线性的 1
其中，f 关于两个分量都是线性的是指当 λ ∈ R 时

f(v∗1 + v∗2 , w
∗) = f(v∗1 , w

∗) + f(v∗2 , w
∗), f(λv∗, w∗) = λf(v∗, w∗);

以及

f(v∗, w∗
1 + w∗

2) = f(v∗, w∗
1) + f(v∗, w∗

2), f(v
∗, λw∗) = λf(v∗, w∗).

——————————————————————
在 V ⊗W 上可以自然地定义加法和数乘运算使之成为向量空间，称为 V 和 W 的

张量积
设 v ∈ V , w ∈W 我们如下定义一个元素 v ⊗ w ∈ V ⊗W

v ⊗ w(v∗, w∗) = v∗(v) · w∗(w), ∀ v∗ ∈ V ∗, w∗ ∈W ∗.

易见运算 8⃝ 具有如下简单性质：

(λv)⊗ w = v ⊗ (λw) = λ(v ⊗ w),

(v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w,

v ⊗
(
w1 + w2

)
= v ⊗ w1 + v ⊗ w2.

根据 V,W 维数的有限性不难证明，V ⊗W 是由所有的形如 {v⊗w | v ∈ V , w ∈W}
的元素生成的，且有：

(i) 如果 {vi} ，{wj} 分别为 V,W W W 的基，则 {vi ⊗ wj} 为 V ⊗W 的一组基
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(i) V ⊗W 与 W ⊗ V 同构

dim(V ⊗W ) = dimV · dimW ;

如果 A ∈ GL(V,R) ，B ∈ GL(W,R) 分别为 V 和 W 上的线性变换，则定义 V ⊗W
上的线性变换 A⊗B ∈ GL(V ⊗W,R) 如下

A⊗B(v ⊗ w) = Av ⊗Bw.

因此，如果 E E E, F F F 分别是 M 上秩为 k 和 l 的向量丛，则令

E ⊗ F =
⋃
p∈M

Ep ⊗ Fp

如前面讨论的那样，E ⊗ F 上有自然的流形结构使之成为 M 上秩为 kl 的向量丛称
为 E 和 F 的张量积. 如果 gEβα 和 gFβα 分别为 E E E,F F F 的连接函数，则 gEβα⊗ gFβα
为 E ⊗ F 的连接函数
在本节最后，我们简要地介绍一下纤维从的概念，这是向量从的自然推广，只不过

纤维不再具有线性结构，结构群也不再限于一般线性群
定义 2.3.5（纤维丛）.设 π : E →M 为光滑满射，F 为微分流形，G为光滑有效地作

用在 F 上的 Lie群．如果存在M 的开覆盖 {Uα}以及微分同胚 ψα : π−1(Uα)→ Uα×F
使得

ψ(π−1(p)) = {p} × F, ∀ p ∈ Uα;

(2) 当 Uα ∩ Uβ 6= ∅ 时，存在光滑映射 gβα : Uα ∩ Uβ → G, 使得

ψβ ◦ ψ−1
α (p, f) = (p, gβα(p)f), ∀ p ∈ Uα ∩ Uβ , f ∈ F.

则称 E 为 M 上的纤维丛，π 为丛投影，F 为纤维，E 和 M 分别为总空间和底空
间，G 为结构群

——————————————————————
82.3 向量丛和纤维丛
我们也把 ψα 称为局部平凡化，π−1(p) = Ep 为 p 处的纤维，gβα 为连接函数类似

地，关于向量丛的一些概念和结果也可照搬到纤维丛上来，我们在需要的场合再加以说
明，下面仅介绍几个例子，
例 2.3.8.Hopf 纤维化
类似于实的投影空间，我们可以定义复的投影空间. 令

CPn = Cn+1 − {0}/ ∼,

其中，等价关系 ∼ 定义为
v ∼ w ⇐⇒ ∃ λ ∈ C∗, 使得 v = λw
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v 的等价类用

[
v

v

]
表示，商投影为

π : Cn+1 − {0} → CPn, π(v) = [v].

CPn 上的拓扑定义为商拓扑，则它也是一个微分流形. 事实上，其局部坐标覆盖可
以取为 {Uj}n+1

j=1 , 其中
Uj = {[z] ∈ CPn | zj 6= 0}.

Uj 上的坐标映射 φj : Uj → Cn 定义为

φj([z]) = (z1/zj , · · · , zj−1/zj , zj+1/zj , · · · , zn+1/zj),

这些坐标映射之间的转换映射实际上是全纯映射，因此 CPn 为光滑流形
我们把 S2n+1 看成 Cn+1 = R2n+2 中的单位球面，把商投影限制在 S2n+1 上仍记为

π ，下面说明 π : S2n+1 → CPn 为纤维丛的丛投影
事实上，由 Uj 的定义，有

π−1(Uj) = {z = (z1, z2, · · · , zn+1) ∈ S2n+1 | zj 6= 0},

局部平凡化 ψj : π
−1(Uj)→ Uj × S1 定义为

ψj(z) = ([z],
zj

|zj |
), z ∈ π−1(Uj).

ψi 为光滑映射，且其逆 ψ−1
j : Uj × S1 → π−1(Uj) 为

ψ−1
j ([w1, · · · , wn+1], a) = (

n+1∑
i=1

|wj |2)− 1
2
|wj |
wj

a(w1, · · · , wn+1).

这是定义好的光滑映射，因此 ψj 为微分同胚. 当 k 6= l 时

ψk ◦ ψ−1
l ([w], a) = ([w],

wk/wl

|wk/wl|
a),

——————————————————————
因此 S2n+1 为 CPn 上的纤维丛，纤维为 S1 . 根据上式，连接函数为

gkl : Uk ∩ Ul → S1, gkl([w]) =
wk/wl

|wk/wl|
,

即结构群也为 S1

一般地，如果 P 为 M 上的纤维丛，且纤维和结构群均为 Lie 群 G,G G G 在纤维
上的作用为 Lie 群的左移作用，则称 P 为 M 上的主从. 如果 P 为主从，则 G 在 P 上
有一个光滑的右作用 R : P × G → P 定义如下：设 p ∈ P p ∈ P p ∈ P , g ∈ G g ∈ G
g ∈ G ，如果 p ∈ Uα, 记
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ψα(p) = (π(p), gα),

则令

R(p, g) = p · g = ψ−1
α (π(p), gαg),

易见这个定义是恰当的，从而得到一个光滑的右作用
例 2.3.9. 向量丛的标架丛
设 E 为 M 上秩为 k 的向量丛，对任意 p ∈M , 令
F (Ep) = {l : Rk → Ep 为线性同构
记 e1, · · · , ek 为 Rk 的一组标准基，则线性同构 l 完全由 Ep 的基 l(e1), · · · , l(ek) 决

定，我们把这组基称为 Ep 的一组标架，因此 F (Ep) 可以看成 Ep 的标架的全体. 选定
一组标架后，F (Ep) 和 GL(k,R) 一一对应. 令

F (E) =
⋃
p∈M

F (Ep),

则 F (E) 有自然的微分流形结构，使之成为 M 上的主从，称为 E 的标架丛
例 2.3.10. 主从的伴随向量丛
设 P 为 M 上的主从，纤维为 G. 如果 G 在向量空间 V 上有线性表示，即存在光

滑作用

G× V → V

使得 g : V → V (g ∈ G) 均为线性变换，则我们可以如下定义 M 上的向量丛
P ×G V :

P ×G V = P × V / ∼,

其中等价关系 ∼ 定义为
(p, v) ∼ (q, w)⇐⇒ ∃ g ∈ G, 使得 q = pg, w = g−1v.

——————————————————————
82.3 向量丛和纤维丛
投影 π : P ×G V →M 定义为复合映射
P × V 向第一分量的投影 P 主从的投影，M
诱导的映射，可以验证，P ×G V 为 M 上的向量丛，称为伴随丛
从纤维丛的定义可以看出，丛投影必为淹没. 反之，Ehresmann 证明了逆紧的满射

如果为淹没，则必为纤维丛的丛投影
习题 2.3
1. 说明 RPn 上线丛的定义中的总空间的确为微分流形
2. 说明向量丛的零截面的确是光滑映射
3. 写出丛同态在平凡化下的局部表示，
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4. 设 E 为 M 上的向量丛，f : N →M 为光滑映射. 证明 (f, π) : N ×E →M ×M
和 M ×M 的正则子流形 ∆ = {(m,n) ∈ M× M | m = n} 横截相交，从而 f∗E =

(f, π)−1(∆) 为 N × E 的正则子流形
5. 设 E 为 M 上的向量丛，N 为 M 的正则子流形. 令 EN=UEp，证明 EN 为 E 的

正则子流形，且为 N 上的向量丛，称为限制丛
6. 如果包含映射 i : N →M 为嵌入，则拉回丛 i∗E 和限制丛同构
7. 说明商丛 E/F 的确为向量丛
8. 证明，如果 0→ F → E → G→ 0 为向量丛的短正合序列，则 E 与 E ⊕G 同构
9. 证明，如果 A ∈ GL(k,R), B ∈ GL(l,R), 则 det(A⊗B) = (detA)l(detB)k.

10. 证明 CP 1 与 S2 微分同胚
11. 定义映射 π : SO(n)→ Sn−1 为

π(A) = Ae, A ∈ SO(n),

其中 e 为 Rn 中的一个固定的单位向量. 证明 π 为主丛，纤维为 SO(n− 1)

——————————————————————
2.4���
在前面一节里，我们介绍了向量丛及其运算. 现在我们从流形的切丛出发，利用向量

从的运算给出新的重要的向量从，我们先从切从的对偶从讲起
设 M 为微分流形，其切丛 TM 定义为

TM =
⋃
p∈M

TpM,

而其对偶丛定义为

T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗
pM,

其中 T ∗
pM 为 TpM 的对偶空间. 如果 (Uα, φα) 为 p 附近的局部坐标，则 TpM 的一

组基为 { ∂
∂xr

α
|p}ni=1 ，在对偶空间 T ∗

pM 中有相应的对偶基，记为 {dxiα(p)}ni=1 ，则

dxiα(p)(
∂

∂xjα

∣∣∣
p
) = δij =


1, i = j,

0, i 6= j.

于是，对偶空间 T ∗
pM 中的任一元素 ω(p) 均可表示为

ω(p) =

n∑
i=1

ai · dxiα(p), ai ∈ R.

如果 p ∈ Uα ∩ Uβ , 则 T ∗
pM 有另一组基 {dxi3(p)}ni=1, 两组基之间的转换关系可以计
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算如下：

dxiβ(p)(
∂

∂xjα

∣∣∣
p
) = dxiβ(p)(

n∑
k=1

∂

∂xjα

∣∣∣
p
(xkβ)

∂

∂xkβ

∣∣∣
p
)

=
n∑
k=1

∂

∂xjα

∣∣∣∣
p

(xkβ)δik

=
∂

∂xjα

∣∣∣∣
p

(xiβ).

这说明

dxiβ(p) =

n∑
j=1

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

(xiβ) · dxjα(p).

因此, 如果 ω(p) ∈ T ∗
pM 另有表示

ω(p) =

n∑
j=1

bj · dxjβ(p),

则两组系数之间满足如下转换关系

(a1, a2, · · · , an) = (b1, b2, · · · , bn) · J(φβ ◦ φ−1
α )(p),

——————————————————————
2.4���
或者改写为

(b1, · · · , bn)T = [JT (φβ ◦ φ−1
α )(p)]−1 · (a1, · · · , an)T .

综上所述，如果 (Uα, φα) 为 M 的局部坐标覆盖，则 {Uα} 为 TM 及 T ∗M 的局部
平凡化覆盖，其中，T ∗M 在 Uα 上的局部平凡化

ψ∗
α : (π∗)−1(Uα)→ Uα × Rn

定义为

ψ∗
α(ω) = (p, (a1, · · · , an)T ), p ∈ Uα, ω ∈ T ∗

pM.

当 Uα ∩ Uβ 6= ∅ 时，

ψ∗
β ◦ (ψ∗

α)
−1(p, a) = (p, [JT (φβ ◦ φ−1

α )(p)]−1a),

因此向量丛 T ∗M 的连接函数为

g∗βα : Uα ∩ Uβ → GL(n,R), p→ [JT (φβ ◦ φ−1
α )(p)]−1.
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我们把 T ∗M 称为 M 的余切丛，T ∗
pM 中的向量称为余切向量，T ∗M 的截面称为

余切向量场，也称为 1 次外微分形式，或简称 1 形式. 显然，坐标函数 {xi} 定义了局
部余切向量场

dxi :M → T ∗M, p→ dxi(p).

现在我们想给局部的余切向量场 dxi 另外一个解释. 假设 f : M → R 为 M 上的光
滑函数，任给 p ∈M ，定义 df(p) ∈ T ∗

pM 如下：

df(p)(Xp) = Xpf, ∀Xp ∈ TpM,

于是得到 T ∗M 的一个截面 df :M → T ∗M ，p→ df(p) . 这是一个光滑的截面，事
实上，在局部坐标 {xi} 下，df 可以表示为

df =

n∑
i=1

(
∂

∂xi
f)dxi,

df 为光滑 1 形式，称为 f 的外微分. 特别地，对于坐标函数 xi : U → R, 作为余切
向量场的 dxi 和作为函数 xi 外微分的 dxi 的定义并不矛盾
一般地，设 f :M → N 为微分流形之间的光滑映射，则有余切映射

f∗ : C∞(M ;T ∗N) → C∞(M ;T ∗M)

ω 7→ f∗ω

——————————————————————
其中，任给 p ∈M ，(f∗ω)(p) ∈ T ∗

pM 定义为

(f∗ω)(p)(Xp) = ω(f(p))(f∗p(Xp)), ∀Xp ∈ TpM.

不难验证，如果 ω 为 N 上的光滑余切向量场，则 f∗ω 为 M 上的光滑余切向量场
我们也把 f=k 称为拉回映射
有了切丛和余切丛，我们可以通过张量积来构造新的向量丛，
定义 2.4.1 (张量). 设 (r, s) 为非负整数对，(r, s) 6= (0, 0) . 如果函数

θ : T ∗
pM × · · · × T ∗

pM × TpM × · · · × TpM → R (

对于每个分量都是线性的，则称 θ 为 p 处的 (r, s) 型张量，T 为逆变指数，s 为协
变指数. 以 ⊗r,sTpM 表示 p 处 (r, s) 型张量的全体，在自然的加法和数乘之下成为向量
空间
⊗r,sTpM 是向量空间张量积的推广．显然，当 (r, s) = (0,1) 时，⊗0,1TpM = T ∗

pM ；
当 (r, s) = (1, 0) 时

⊗0,1TpM = T ∗∗
p M = TpM,
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即我们不区分 TpM 和它的二次对偶空间 T ∗∗
p M ．我们规定，当 (r, s) = (0, 0) 时，

⊗0,0TpM = R ．我们把 (r, 0) 型的张量称为 r 阶的逆变张量，(0, s) 型的张量称为 s 阶
的协变张量
定义 2.4.2（张量积). 定义张量积运算如下：

⊗ : ⊗r,sTpM ×⊗t,hTpM → ⊗r+t,s+hTpM

(θ, η) 7→ θ ⊗ η,

其中，对 Wi ∈ T ∗
pM(1 ⩽ i ⩽ r + t), Xj ∈ TpM (1 ⩽ j ⩽ s + h) (1 �j�s+h)

1 ⩽ j ⩽ s+ h) 有

θ ⊗ η(W1, · · · ,Wr+t;X1, · · · , Xs+h)

张量积运算有如下一些性质

(θ + ξ)⊗ η = θ ⊗ η + ξ ⊗ η; η ⊗ (ξ + η) = η ⊗ ξ + η ⊗ ξ;

·(λθ)⊗ η = θ ⊗ (λη) = λ(θ ⊗ η), ∀ λ ∈ R;
·(θ ⊗ ξ)⊗ η = θ ⊗ (ξ ⊗ η)
——————————————————————
2.4���
·(⊗r,sTpM)⊗ (⊗t,hTpM) 与 ⊗r+t,s+hTpM 同构
记

⊗TpM =

∞∑
r,s=0

⊗r,sTpM = {有限和
∞∑

r,s=0

T r,s}

⊗TpM 连同加法，数乘和张量积形成 R 上的一个代数，称为张量代数
下面我们来决定张量空间 ⊗r,sTpM 的基以及张量在不同基下的变换公式. 为了方便

起见，我们采用 Einstein 求和约定，即相同指标出现时要对其求和
引理 2.4.1. 设 {ei}ni=1 为 TpM 的一组基，{ei}ni=1 为其对偶基，则

{ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs , 1 ⩽ i1, · · · , ir ⩽ n, 1 ⩽ j1, · · · , js ⩽ n}

为 ⊗r,sTpM 的一组基. 且
(1) 如果 θ ∈ ⊗r,sTpM 则

θ = θi1···irj1···js · ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs ,

其中，θi1···irj1···js = θ(ei1 , · · · , eir ; ej1 , · · · , ejs) ∈ R.
(2) 如果 {fi}ni=1 为 TpM 的另一组基，{f j}nj=1 为对应的对偶基，记
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θ̃i1···irj1···js = θ(f i1 , · · · , f ir ; fj1 , · · · , fjs),

则

θ̃i1···irj1···js = di1k1 · · · d
ir
kr
· cl1j1 · · · c

ls
js
· θk1···krl1···ls ,

其中 cji 和 dij 由下式决定

fi = cji · ej , f i = dij · ej ,

从而矩阵 (cji ) 和 (dji ) 互逆
证明. 如果 λi1···isj1···js · ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · e

js = 0, 则

0 = (λi1···isj1···js · ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · e
js)(ek1 , · · · , ekr , el1 , · · · , els)

= λi1···irj1···js · δ
k1
i1
· · · δkrir · δ

j1
l1
· · · δjsls

= λk1···krl1···ls ,

这说明

{ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs , 1 ⩽ i1, · · · , ir ⩽ n, 1 ⩽ j1, · · · , js ⩽ n}

是线性无关的
——————————————————————
另一方面，如果 θ ∈ ⊗r,sTpM , 则

θ(ek1 , · · · , ekr ; el1 , · · · , els) = θk1···krl1···ls

= (θi1···irj1···js · ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs)(ek1 , · · · , ekr ; el1 , · · · , els)

对任意的 ki, lj 均成立. 由于 θ 关于每个分量都是线性的，故

θ = θi1···irj1···js · ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs .

进一步，如果 {fi} 为 TpM 的另一组基，fi = cjiej , ，则对应的对偶基满足关系
f i = dije

j 由
δij = f i(fj) = dike

k(cljel) = dikc
l
jδ
k
l = dikc

k
j

知 (dji ) 和 (cji ) 为互逆的矩阵. 我们有
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θ̃i1···irj1···jn = θ(f i1 , · · · , f ir ; fj1 , · · · , fjx)

= θ(di1k1e
k1 , · · · , dirkre

kr ; cl1j1el1 · · · , c
ls
js
els)

= di1k1 · · · d
ir
kr
· cl1j1 · · · c

ls
js
· θ(ek1 , · · · , ekr ; el1 , · · · , els)

= di1k1 · · · d
ir
kr
· cl1j1 · · · c

ls
js
· θk1···krl1···ls .

这就证明了引理
在引理的证明中，我们用到很多的形式计算，涉及很多的指标，对于张量来说这些

运算是必不可少的，读者应当逐渐熟悉它们
如果 (Uα, φα)为 p附近的局部坐标，则 { ∂

∂xi
∞
|p}为 TpM 的一组基，dxiα(p)为 T ∗

pM

的一组对偶基. 按照上面的讨论，如果 θ 为 p 处 (r, s) 型的张量，则 θ 可表示为

θ = θi1···isj1···js
∂

∂xi1α

∣∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xisα

∣∣∣
p
⊗ dxj1α (p)⊗ · · · ⊗ dxjsα (p),

其中

θi1···irj1···js = θ(dxi1α (p), · · · , dxirα (p),
∂

∂xj1α

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xjsα

∣∣∣
p
).

如果 (Uβ , φβ) 为另一局部坐标，p ∈ Uα ∩ Uβ , θ 也可以表示为

θ = θ̄k1···ksl1···ls
∂

∂xk1α

∣∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xksα

∣∣∣
p
⊗ dxl1α (p)⊗ · · · ⊗ dxlsα (p),

θ 的分量 θ̄k1···krl1···ln 和 θi1···irj1···js 之间满足的关系为

θ̄k1···krl1···ls =
∂

∂xi1α

∣∣∣∣
p

(xk1β ) · · · ∂

∂xirα

∣∣∣∣
p

(xkrβ ) · ∂

∂xl1β

∣∣∣∣∣
p

(xj1α ) · · · ∂

∂xlsβ

∣∣∣∣∣
p

(xjsα ) · θi1···irj1···js .

有了上面这些准备，我们可以明确地写出张量丛

⊗r,sTM =
⋃
p∈M
⊗r,sTpM

——————————————————————
82.4 张量丛
的局部平凡化来

ψα : (πr,s)−1(Uα) → Uα × Rnr+s

θ 7→ (p, θi1···irj1···js),

其中，分量 θi1···irj1···jn 按字典顺序排为列向量（先按上指标从小到大排，再按下指标从
小到大排）
张量丛 ⊗r,sTM 的一个 Ck 截面称为 M 上的一个 (r, s) 型的 Ck 张量场. 特别地，
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(0,0) 型的张量场就是 Ck 函数，(1,0) 型的张量场就是切向量场，(0,1) 型的张量场就是
余切向量场
注. 对于 M 上一般的向量丛，可一完全类似地构造张量丛 ⊗r,sE
下面的引理可以用来判断张量场什么时候是 Ck(C◦) 的，这和切向量场的情形是完

全类似的
引理 2.4.2. 设 M 为微分流形，则
(1) θ 为 M 上的 Ck 的 (r, s) 型张量场 ⇐⇒ 对任意的局部坐标 (U,φ) ，在 U 中 θ

可表示为

θ = θi1···irj1···js
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,

其中 θi1···irj1···js 为 U 上的 Ck 函数
(2) θ 为 M 上的 C00 的 (r, s) 型张量场 ⇐⇒ 对任意光滑余切向量场 W1, · · · Wr 以

及光滑切向量场 X1 ..·，Xs ，θ(W1, · · · ,Wr;X1, · · · , Xs) 为 M 上的光滑函数.
M 上的 Ck 的 (r, s) 型的张量场的全体记为 Ck(M ;⊗r,sTM) ．在自然地定义了加

法和数乘运算以后成为向量空间，和张量类似. 张量场之间也有张量积运算
设 f : M → N 为微分流形之间的光滑映射，我们现在把余切映射推广到协变张量

场上. 任取 N 上的 s 阶协变张量场 θ ，对于 p ∈M ，定义 (f∗θ)(p) ∈ ⊗0,sTpM 如下

(f∗θ)(p)(X1, · · ·Xs) = θ(f(p))(f∗pX1, · · · , f∗pXs), Xi ∈ TpM.

这样就定义了 M 上的 s 阶协变张量场 f∗θ ，因此得到推广的拉回映射

f∗ : C∞(N ;⊗0,sTN)→ C∞(M ;⊗0,sTM).

拉回映射具有以下性质
·如果 s = 0, 则 f∗φ = φ ◦ f ; s = 1 的一个特殊情形：f∗dg = d(g ◦ f)
——————————————————————
·如果 θ 为 s 阶协变张量场，η 为 t 阶协变张量场，则

f∗(θ ⊗ η) = f∗θ ⊗ f∗η;

·设 f :M → N , g : N → P 为微分流形之间的光滑映射，θ 为 P 上的 s 阶协变张
量场，则

(g ◦ f)∗θ = f∗(g∗θ).

下面我们考虑一类重要而特殊的 2 阶协变张量场
定义 2.4.3(黎曼度量). 设 g ∈ C∞(M ;⊗0,2TM) 为 M 上光滑 2 阶协变张量场. 对任

意 p ∈M ，如果映射 gp : TpM × TpM → R 满足条件
(i) Xp ∈ TpM ，gp(Xp, Xp) ⩾ 0 ，且等号成立当且仅当 Xp = 0

(i) Xp, Yp ∈ TpM ，均有 gp(Xp, Yp) = gp(Yp, Xp)
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即 gp 为切空间 TpM 上的内积，则称 g 为 M 上的黎曼度量，(M, g) 称为黎曼流形
在 M 的局部坐标系 (U,φ) 下，黎曼度量 g 可以写为

g = gijdx
i ⊗ dxj ,

其中，gij 为 U 上的光滑函数，它们组成的 n 阶方阵 (gij)n×n 是处处正定对称的方
阵. 有时，我们简记 dxi ⊗ dxj 为 dxidxj , 而 dxi ⊗ dxi 也简记为 (dxi)2

例 2.4.1. 设 {xi}ni=1 为 Rn 上的标准坐标，则

g0 =

n∑
i=1

dxi ⊗ dxi

为 Rn 上的黎曼度量，称为标准黎曼度量。
例 2.4.2. 考虑 Rn 中的单位开球

Bn = {x ∈ Rn |
n∑
i=1

(xi)2 < 1},

则

g−1 =
4

[1−
∑n
i=1(x

i)2]2

n∑
j=1

dxj ⊗ dxj

为 Bn 上的黎曼度量，称为 Poincaré 度量. n = 2 时，(B2, g−1) 也称为 Poincaré 圆
盘

——————————————————————
2.4���
例 2.4.3. 考虑 Rn 中的上半空间

Hn =
{
x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn xn > 0

}
则

h−1 =
1

(xn)2

n∑
i=1

dxi ⊗ dxi

为 Hn 上的黎曼度量
设 (M, g) 为黎曼流形，我们有时也把黎曼度量记为 g = 〈, 〉. 给定黎曼度量，我们可

以在切向量场和余切向量场之间定义一个对偶映射，例如，设 ω 为 M 上的余切向量
场，在任何给定的点，考虑切向量 ω± ，使得对任意切向量 X ，下式成立

〈ω♯, X〉 = ω(X)

这就定义了切向量场 ω出 ，称为 ω 的对偶向量场. 反之，从上式可以由切向量场定
义对偶余切向量场
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例 2.4.4. 设 (M, g) 为黎曼流形，f : M → R 为 M 上的光滑函数，其外微分 df 的
对偶切向量场称为 f 的梯度场，记为 ∇f ．从外微分和对偶向量场的定义得

〈∇f,X〉 = Xf, ∀X ∈ C∞(M ;TM).

特别地，如果 g 为光滑函数，则

∇f(g) = 〈∇f,∇g〉.

从光滑函数得到梯度场的方法可以推广如下，
定义 2.4.4. 设映射

θ : C∞(M ;TM)× · · · × C∞(M ;TM)→ C∞(M ;⊗r,0TM)

关于 s 个分量均为函数线性的，即对任意 Xi, Yi ∈ C∞(M ;TM) (1 ⩽ i ⩽ s) 1�i�s
1 ≤ i ⩽ s ，以及 f, g ∈ C◦◦(M ;R) ，有

θ(X1, · · · , Xi−1, fXi + gYi, Xi+1, · · · , Xs)

则称 θ 为 (r, s) 型的场张量
一个 (r, s) 型的张量场可以自然地视为 (r, s) 型的场张量：设 T 为 (r, s) 的张量场，

如果 X1, X2, · · · , Xs 为向量场，则定义 θ(X1, · · · , Xs) ∈ C∞(M ;⊗r,0TM) 为

θ(X1, · · · , Xs)p(ω1, · · · , ωr) = T (ω1, · · · , ωr, X1(p), · · · , Xs(p)), ∀ ωi ∈ T ∗
pM.

——————————————————————
容易看出 θ 关于每一个分量 Xj (1 ⩽ j ⩽ s) ）都是函数线性的，因此 θ 为 (r, s) 型

的场张量，称为由张量场诱导的场张量
反之，由场张量可以惟一地确定张量场，
命题 2.4.3. 任何 (r, s) 型的场张量均由 (r, s) 型的张量场诱导而来
证明. 我们就 r = 0, s = 1 的简单情形加以证明，一般情形的证明完全类似. 因此, 设

θ : C∞(M ;TM)→ C∞(M ;R) 为函数线性的映射，任给 p ∈M ，我们定义线性函数

θp : TpM → R

如下：设 Xp ∈ TpM ，延拓 Xp 为 M 上的光滑向量场 X ，令

θp(Xp) = θ(X)(p)

这个定义是恰当的：如果 Y 为 Xp 的另一光滑延拓，则 (Y −X)(p) = 0 ，根据本
节最后的习题，存在有限个光滑函数 fi 以及光滑向量场 Xi, 使得 fi(p) = 0 ，且
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Y −X =
∑
i

fiXi

因此，由 θ 的函数线性性，有

θ(Y )(p)− θ(X)(p) = θ(Y −X)(p) =
∑
i

fi(p)θ(Xi)(p) = 0

这样我们就定义了一个余切向量场，仍记为 θ. 显然，θ 为光滑余切向量场．口
习题 2.4
1.设 f :M → R为光滑函数，x为 R上的标准坐标，则 df = f∗(dx) 2.设 f :M → R

为光滑函数，证明 f 为 Morse 函数当且仅当 df : M → T ∗M 与零截面横截相交 3.
设 M 为 Rn 的正则子流形，f : M → R 为光滑函数，则对几乎所有的 a ∈ Rn 函数
fa(x) = f(x)+ 〈x, a〉为 M 上的 Morse函数 4.试写出张量丛的连接函数 5.写出拉回映
射在局部坐标下的局部表达式 6. 利用单位分解证明，任意微分流形上均存在黎曼度量

——————————————————————
82.5 微分形式
7. 写出黎曼度量在不同局部坐标下局部表达式的转换公式 8. 给定黎曼度量，写出对

偶向量场，特别地，梯度场的局部表达式 9. 设 f :M → N 为光滑浸入，h 为 N 上的黎
曼度量，则 g = f∗h 为 M 上的黎曼度量 10. 记 i : Sn → Rn+1 为包含映射，9o=dr²dr，
选择 Sn 的适当局部坐标，在此坐标下写出拉回度量 i∗g0 的表达式 11. 设 A : Rn → Rn

为线性变换，g0 为 Rn 上的标准黎曼度量. 证明，A∗g0 = g0 当且仅当 A 为正交变换，
12. 设 X 为 M 上的光滑向量场，如果 X(p) = 0 ，证明存在有限个光滑函数 fi 以

及光滑向量场 Xi 使得 fi(p) = 0 ，且 X =
∑
i fiXi

82.5 微分形式
本节我们考虑一种特殊的协变张量场及其运算性质
定义 2.5.1. 设 ω ∈ ⊗0,sTpM 为 p 处的 s 阶协变张量，如果任给切向量 X1 ....

Xs ∈ TpM 以及 (1, 2, · · · , s) 的置换 π ，均有

ω(Xπ(1),··· ,π(s)) = (−1)πω(X1, · · · , Xs),

(其中当 π 为偶置换时 (−1)π = 1 ：当 π 为奇置换时 (−1)π = −1 ）则称 ω 为 s 阶
反称协变张量或 s 阶外形式. s 阶外形式的全体组成的子向量空间记为 ∧sT ∗

pM

设 (U,φ) 为 p 附近的局部坐标系，则 s 阶协变张量 ω 可表示为

ω =
∑

ωi1...isdx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxis ,

其中 ωi1...ix = ω( ∂
∂xi1

, · · · , ∂
∂xix ) ：我们有

引理 2.5.1.w 为 s 阶外形式当且仅当对任意置换 π ，均有

ωiπ(1)···iπ(s)
= (−1)πωi1···is .
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证明. 如果 ω 为 s 阶外形式，则

ωiπ(1)···iπ(s)
= ω(

∂

∂xiπ(1)
, · · · , ∂

∂xiπ(s)
)

= (−1)πω( ∂

∂xi1
, · · · , ∂

∂xis
)

= (−1)πωi1···is .
——————————————————————
反之，设 X1, · · · , Xs ∈ TpM , π 为 (1, 2, · · · , s) 的一个置换，记 Xi = aji

∂
∂xj , 则

ω(X1, · · · , Xs) = ω(aj11
∂

∂xj1
, · · · , ajss

∂

∂xjs
)

= aj11 · · · ajss ω(
∂

∂xj1
, · · · , ∂

∂xjs
)

= a
jπ(1)

π(1) · · · a
jπ(s)

π(s) ωj1···js

= (−1)πajπ(1)

π(1) · · · a
jπ(s)

π(s) ωjπ(1)···jπ(s)

= (−1)πω(Xπ(1), · · · , Xπ(s)).

这就证明了引理
由引理易见，当 s > n 时，

∧s
T ∗
pM = {0} 、为了方便起见，我们也把 0 阶和 1 阶

协变张量称为反称协变张量. 下面我们考虑反称协变张量的若干运算
定义 2.5.2. 设 θ 为 s 阶协变张量，我们定义一个 s 阶反称协变张量M (θ) 如下：设

X1, · · · , Xs ∈ TpM , 令

A (θ)(X1, · · · , Xs) =
1

s!

∑
π

(−1)πθ(Xπ(1), · · · , Xπ(s)),

其中 π 取遍 (1, 2, · · · , s) 的置换群
引理 2.5.2. 我们有
(1）映射 A : ⊗0,sTpM →

∧s
T ∗
pM, θ 7→ A (θ) �→ s(0) θ 7→M (θ) 的定义是恰当的，

(2) θ 为反称协变张量当且仅当 A (θ) = θ

A (A (θ)) = A (θ), ∀ θ ∈ ⊗0,sTpM .

证明.(1) 显然，.cy′ 仍为 s 阶协变张量，我们来说明它是反称的. 任取 (1, 2, · · · , s)
的置换 π ，有
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A(θ)(Xπ(1), · · · , Xπ(s)) =
1

s!

∑
σ

(−1)σθ(Xπ◦σ(1), · · · , Xπ◦σ(s))

=
1

s!

∑
σ

(−1)π◦σ(−1)πθ(Xπ◦σ(1), · · · , Xπ◦σ(s))

=
1

s!
(−1)π

∑
τ

(−1)τθ(Xτ(1), · · · , Xτ(s))

= (−1)πA (θ)(X1, · · · , Xs).

这说明 θ 的确为反称协变张量
——————————————————————
2.5 微分形式
(2）如果 θ 已经是反称协变张量，则

θ(X1, · · · , Xs) =
1

s!

∑
π

(−1)πθ(Xπ(1), · · · , Xπ(s))

=
1

s!

∑
π

θ(X1, · · · , Xs)

= θ(X1, · · · , Xs),

因此 A (θ) = θ ．反之，如果 A (θ) = θ ，则由 (1) 即知 θ 是反称的.
(3) 这可由 (1) 和 (2) 立即推出
我们把运算 gU 称为反称化. 利用反称化和张量积，我们可以定义反称协变张量之间

的一种乘积运算
定义 2.5.3. 设 α, β β β 分别为 r, s 阶反称协变张量，我们定义一个 r + s 阶的反称

协变张量 α ∧ β 如下：

α ∧ β =
(r + s)!

r!s!
A (α⊗ β),

映射 ∧ :
∧r

T ∗
pM ×

∧s
T ∗
pM →

∧r+s
T ∗
pM, (α, β) 7→ α ∧ β (�,�3) →� (α, β) 7→ α ∧ β

称为外积或楔积运算
按定义，对任意 X1, · · · , Xr+s ∈ TpM , 有

α ∧ β(X1, · · · , Xr+s) =
(r + s)!

r!s!
A (α⊗ β)(X1, · · · , Xr+s)

=
r!

s!

∑
π

(−1)πα⊗ β(Xπ(1),··· ,Xπ(r+s)
)

=
∑
π

(−1)πα(Xπ(1), · · · , Xπ(r))β(Xπ(r+1), · · · , Xπ(r+s)).

特别地，当 r = s = 1 时
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α ∧ β(X,Y ) = α(X)β(Y )− α(Y )β(X), ∀X,Y ∈ TpM.

楔积运算具有如下性质：
引理 2.5.3.（1）Λ 运算是偏线性的，即

α ∧ (γ + δ) = α ∧ γ + α ∧ δ, (α+ β) ∧ γ = α ∧ γ + β ∧ γ;

α ∧ (λγ) = (λα) ∧ γ = λ(α ∧ γ), λ ∈ R.

(2）若 α, β 分别为 r, s 阶反称协变张量，则

α ∧ β = (−1)rsβ ∧ α.

(3) 若 α, β, γ 分别为 r, s, t 阶反称协变张量，则

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ) = (r + s+ t)!

r!s!t!
A (α⊗ β ⊗ γ)

——————————————————————
证明.(1) 运算的偏线性性从定义可以立即得到
(2)考虑置换 τ : (1, 2, · · · , r+s)→ (r+1, · · · , r+s, 1, · · · , r)，易见 (−1)π = (−1)rs

．由楔积的定义，对于任意切向量 X1, · · · , Xr+s 有

(α ∧ β)(X1, · · · , Xr+s)

=
1

r!s!

∑
π

(−1)πα(Xπ(1), · · · , Xπ(r))β(Xπ(r+1), · · · , Xπ(r+s))

=
(−1)τ

r!s!

∑
π

(−1)π◦τβ(Xπ◦τ(1), · · · , Xπ◦(s))α(Xπ◦τ(s+1), · · · , Xπ◦τ(s+r))

=
(−1)rs

r!s!

∑
σ

(−1)σβ(Xσ(1), · · · , Xσ(s))α(Xσ(s+1), · · · , Xσ(s+r))

= (−1)rs(β ∧ α)(X1, · · · , Xr+s).

(3) 这等价于证明

A (A (α⊗ β)⊗ γ) = A (α⊗A (β ⊗ γ))

根据张量积的性质，只须证明下面的等式即可：

A (A (θ)⊗ η) = A (θ ⊗ η) = A (θ ⊗A (η)).

其中，θ, η 分别为 p, q 次协变张量. 我们来证明上式的前半部分，后半部分留作习题
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我们约定，π 表示 (1, · · · , p + q) 的置换. 如果 σ 为 (1, · · · , p) 的置换，则令 σ′ 为
(1, · · · , p + q) 的置换，使得 i=i σ′(i) = σ(i) 1�i�p 1 ⩽ i ⩽ p σ′(i) = σ(i), 1 ⩽ i ⩽ p;

σ′(j) = j, j ⩾ p+ 1 σ′(j) = j σ′(j) = j j � p+ 1 j ⩾ p+ 1 、显然
——————————————————————
2.5����
(−1)σ = (−1)σ′

. 、我们有

A (A (θ)⊗ η)(X1, · · · , Xp+q)

=
1

(p+ q)!

∑
π

(−1)π(A (θ)⊗ η)(Xπ(1), · · · , Xπ(p+q))

=
1

(p+ q)!

∑
π

(−1)πA (θ)(Xπ(1), · · · , Xπ(p))η(Xπ(p+1), · · · , Xπ(p+q))

=
1

(p+ q)!

1

p!

∑
π

(−1)π
∑
σ

(−1)σθ(Xπ◦σ(1), · · · , Xπ◦σ(p))η(Xπ(p+1), · · · , Xπ(p+q))

=
1

(p+ q)!

1

p!

∑
σ

(−1)σ
∑
π

(−1)πθ(Xπ◦σ(1), · · · , Xπ◦σ(p))η(Xπ(p+1), · · · , Xπ(p+q))

=
1

(p+ q)!

1

p!

∑
σ

∑
π

(−1)π◦σθ(Xπ◦σ′(1), · · · , Xπ◦σ′(p))η(Xπ◦σ′(p+1), · · · , Xπ◦σ′(p+q))

=
1

(p+ q)!

1

p!

∑
σ

∑
π′

(−1)π
′
θ(Xπ′(1), · · · , Xπ′(p))η(Xπ′(p+1), · · · , Xπ′(p+q))

=
1

p!

∑
σ

A (θ ⊗ η)(X1, · · · , Xp+q)

= A (θ ⊗ η)(X1, · · · , Xp+q)

这说明 A (A (θ)⊗ η) = A (θ ⊗ η)
一般地，如果 αi (1 ⩽ i ⩽ s) 1 为 ri 阶反称协变张量，则用上面的方法可以证明

α1 ∧ α2 · · · ∧ αs =
(r1 + · · ·+ rs)!

(r1)! · · · (rs)!
A (α1 ⊗ · · ·αs).

如果 ri = 1 ，则

(α1 ∧ · · · ∧ αs)(X1, · · · , Xs) =
∑
π

(−1)πα1(Xπ(1)) · · ·α(Xπ(s)).

特别地，如果 {ei}ni=1 为 T ∗
pM 的一组基，则 ei1 ∧ · · · ∧ eix 为 s 阶反称协变张量，

其中指标 i1, · · · , is 在 {1, · · · , n} 中取．由反称性，我们可以假设这些指标互不相同.
引理 2.5.4. {ei1 ∧ · · · ∧ eix | 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < is ⩽ n} 为 ∧sT ∗

pM 的一组基，特别
地，dim(

∧s
T ∗
pM) = Csn （组合数）

证明. 设 ω 为 s 阶反称协变张量，则作为张量，它可以表示为
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ω = ωi1···ise
i1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eis .

——————————————————————
因为反称张量的反称化等于自身，故

ω = A(ω) = ωi1···isA (ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eis)

= ωi1···is
1

s!
ei1 ∧ · · · ∧ eis (利用(2.2))

=
∑

1⩽i1<···<is⩽n
ωi1···ise

i1 ∧ · · · ∧ eis

上面最后的等式用到 ω 的反称性. 这说明 ∧sT ∗
pM 是由

{ei1 ∧ · · · ∧ eis | 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < is ⩽ n}

张成的．下面说明这是一组线性无关的协变张量. 事实上，设

∑
i1<···<is

λi1···ise
i1 ∧ · · · ∧ eis = 0,

设 {ej}nj=1 为 TpM 的中对偶基，则当 j1 < · · · < js 时，有

0 = (
∑

i1<···<is

λi1···ise
i1 ∧ · · · ∧ eis)(ej1 , · · · , ejs)

= s!
∑

i1<···<is

λi1···isA (ei1 ∧ · · · ∧ eis)(ej1 , · · · , ejs)

= s!
∑

i1<···<is

λi1···is
1

s!

∑
π

(−1)π(ei1 ⊗ · · · ⊗ eis)(ejπ(1)
, · · · , ejπ(s)

)

=
∑

i1<···<is

λi1···is(e
i1 ⊗ · · · ⊗ eis)(ej1 , · · · , ejs)

=
∑

i1<···<is

λi1···isδ
i1
j1
· · · δisjs

= λj1···js .

这说明 {ei1 ∧ · · · ∧ eis | 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < is ⩽ n} 线性无关注. 记

∧
T ∗
pM =

0∧
T ∗
pM ⊕

1∧
T ∗
pM ⊕ · · ·

n∧
T ∗
pM,

其中 n = dimM. 则

{1, ei, ei ∧ ej , · · · , e1 ∧ · · · ∧ en}

为 ∧T ∗
pM 之基. 因此，
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dim
∧
T ∗
pM = C0

n + C1
n + · · ·+ Cnn = 2n.

外积运算 Λ 可以自然地定义在 ∧T ∗
pM 上使之成为一个代数，称为外代数

——————————————————————
82.5 微分形式
如果 (Uα, φα) 为 p 附近的局部坐标，则 {dxi1α ∧ · · · ∧ dxisα } 为 ∧sT ∗

pM 的一组基，因
此一个 s 阶反称协变张量 ω 可以表示为

ω =
∑

i1<···<is

ωi1···isdx
i1
α ∧ · · · ∧ dxisα ,

其中，

ωi1···is = ω(
∂

∂xi1α

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xisα

∣∣∣
p
).

如果 (Uβ , φβ) 为 p 附近的另一局部坐标，则

ω =
∑

j1<···<js

ω′
j1···jsdx

j1
β ∧ · · · ∧ dx

js
β .

我们有

ω′
j1···js = ω(

∂

∂xj1β

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xjsβ

∣∣∣
p
)

= ω
( ∂

∂xj1β

∣∣∣∣
p

(
xk1α
) ∂

∂xk1α

∣∣∣∣
p

, · · · , ∂

∂xjsβ

∣∣∣∣
p

(xksα )
∂

∂xksα

∣∣∣∣
p

)

=
∂

∂xj1β

∣∣∣
p
(xk1α ) · · · ∂

∂xjsβ

∣∣∣
p
(xksα )ω(

∂

∂xk1α

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xksα

∣∣∣
p
)

=
∑

i1<···<is

∑
π

∂

∂xj1β

∣∣∣
p
(x
iπ(1)
α ) · · · ∂

∂xjsβ

∣∣∣
p
(x
iπ(s)
α )ω(

∂

∂x
iπ(1)
α

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂x
iπ(s)
α

∣∣∣
p
)

=
∑

i1<···<is

∑
π

(−1)π ∂

∂xj1β

∣∣∣
p
(x
iπ(1)
α ) · · · ∂

∂xjsβ

∣∣∣
p
(x
iπ(s)
α )ω(

∂

∂xi1α

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xisα

∣∣∣
p
)

=
∑

i1<···<is

det
(∂(φα ◦ φ−1

β )ik

∂xjl

)
s×s
· ωi1···is .

特别地，如果 s = n, 则

ω′
12···n = det J(φα ◦ φ−1

β ) · ω12···n.

有了上述转换公式，我们可以象前面一样，令
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s∧
T ∗M =

⋃
p∈M

s∧
T ∗
pM

则 ∧sT ∗M 为 M 上的向量丛，它是张量丛 ⊗0,sTM 的子丛，称为 s 阶外形式丛 s

阶外形式丛的 Ck 截面称为 M 上的 s 次 Ck 外微分形式或微分形式. 和前面类似，我们
有判断微分形式是 Ck 或 Crx0 的判别法. 微分形式之间也可以自然地定义外积运算 Λ

给定光滑映射 f : M → N ，我们在前面定义了协变张量场之间的拉回映射，显然，
拉回映射保持反称性，即把微分形式拉回成为微分形式，我们还有

——————————————————————
命题 2.5.5. 设 f :M → N 为光滑映射，ω, η 为 N 上的微分形式，则

f∗(h · ω) = h ◦ f · f∗ω, ∀ h ∈ C∞(N ;R);

f∗(ω ∧ η) = f∗ω ∧ f∗η.

证明.(1) 设 X1, · · · , Xr 为 p 处的切向量场，则

f∗(h · ω)p(X1, · · · , Xr) = (hω)f(p)(f∗pX1, · · · , f∗pXr)

= h(f(p))ωf(p)(f∗pX1, · · · , f∗pXr)

= h(f(p))f∗ω(X1, · · · , Xr)

= (h ◦ f · ω)p(X1, · · · , Xr).

因此 f∗(h · ω) = h ◦ f · f∗ω
(2）我们计算如下：

f∗(ω ∧ η)(X1, · · · , Xr+s)

= (ω ∧ η)(f∗X1, · · · , f∗Xr+s)

=
(r + s)!

r!s!
A (ω ⊗ η)(f∗X1, · · · , f∗Xr+s)

=
1

r!s!

∑
π

(−1)π(ω ⊗ η)(f∗Xπ(1), · · · , f∗Xπ(r+s))

=
1

r!s!

∑
π

(−1)πω(f∗Xπ(1), · · · , f∗Xπ(r))η(f∗Xπ(r+1), · · · , f∗Xr+s)

=
1

r!s!

∑
π

(−1)πf∗ω(Xπ(1), · · · , Xπ(r))f
∗η(Xπ(r+1), · · · , Xπ(r+s))

=
1

r!s!

∑
π

(−1)π(f∗ω ⊗ f∗η)(Xπ(1), · · · , Xπ(r+s))

= (f∗ω ∧ f∗η)(X1, · · · , Xr+s).

因此 f∗(ω ∧ η) = f∗ω ∧ f∗η
下面我们研究两个例子.
例 2.5.1. 设 (M, g) 为黎曼流形，假设 M 可定向，且 {(Uα, φα)} 为 M 的定向坐标
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覆盖，在 Uα 上考虑 n 次微分形式

Ωα =
√

det(gαij) dx1α ∧ · · · ∧ dxnα,

其中，gαij 是黎曼度量 g 在 Uα 中局部表示的系数

g = gαij dx
i
α ⊗ dxjα.

如果 Uα ∩ Uβ 6= ∅ ，则

(gβij)n×n = J(φα ◦ φ−1
β )(gαij)n×nJ(φα ◦ φ−1

β )T

——————————————————————
82.5 微分形式
这说明

det(gβij)n×n = (det J(φα ◦ φ−1
β ))2 det(gαij)n×n

因为行列式大于零（定向覆盖），因此上式说明，在 Uα ∩ Uβ 上，Ωα = Ωβ , 即它们
定义了 M 上的整体 n 次微分形式，称为体积形式，
命题 2.5.6. n 维连通微分流形可定向当且仅当 M 上存在处处非零的 n 次微分形式
证明. 如果 M 可定向，则任取 M 上的黎曼度量 g, 由上面的例子知，(M, g) 的体积

形式就是一个处处非零的 n 次微分形式
反之，设 ω 为 M 上处处非零的 n 次微分形式，我们来构造 M 的定向坐标覆盖. 首

先，我们选取 M 的坐标覆盖 {Uα} ，使得 Uα 都是连通集合. 考虑 Uα 光滑函数 fα

fα = ω(
∂

∂x1α

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xnα

∣∣∣
p
).

fα 为处处非零的函数，因此由 Uα 连通知，fα 恒大于零或恒小于零. 通过调整坐标
次序，我们不妨设 fα > 0

断言：{Uα} 为 M 的定向坐标覆盖，
事实上，在 Uα ∩ Uβ 上，

fβ = fα det J(φα ◦ φ−1
β ),

口因此，转换映射 φα ◦ φ−1
β 的 Jacobian 行列式为正，这说明 M 可定向.

例 2.5.2. n 维球面 Sn 的可定向性
记 i : Sn → Rn+1 为包含映射，考虑 Rn+1 上如下 n 次微分形式

ω =

n+1∑
i=1

(−1)i−1xidx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1,
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不难证明 (习题），i∗ω 为 Sn 上处处非零的 n 次微分形式，因此 Sn 是可定向的微
分流形
例 2.5.3. 实投影空间 RPn 的定向性质
考虑商投影 π : Sn → RPn 令 ρ : Sn → Sn, ρ(x) = −x为对径映射，显然有 π◦ρ = π

：仍记 ω 为上例中的 n 次微分形式，则

ρ∗ω = (−1)n+1ω.

——————————————————————
因此，如果 n 为奇数，则 ρ 保持 ω 不变，从而 RPn 上存在 n 次微分形式 η ，使得

ω = π∗η 因为 ω 在 Sn 上处处非零，故 η 在 RPn 上处处非零，这说明当 n 为奇数时，
RPn 是可定向的
当 n 为偶数时，RPn 不可定向. 我们可用反证法来说明这一点：如果 RPn 可定向，

则 RPn 上存在处处非零的 n 次微分形式 τ. 因此 π∗τ 为 Sn 上处处非零的 n 次微分形
式，从而存在 Sn 上处处非零的光滑函数 f. 使得

π∗τ = f · ω

另一方面，由 π ◦ ρ = π 知

f · ω = π∗τ = ρ∗π∗τ = ρ∗(fω) = −f ◦ ρ · ω

即 f = −f ◦ ρ, 这和 f 处处非零相矛盾 (介值定理)
例 2.5.4. R2n 上的辛形式和辛变换
考虑 R2n 上的标准坐标 {xi}2ni=1 令

ω =

n∑
i=1

dxi ∧ dxn+i,

则 ω 为 R2n 上的 2 次微分形式，称为标准辛形式. 又令 Ω = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dx2n

Ω 为标准体积形式. 简单的计算表明

ωn = ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω =
(
−1
)n(n−1)

2

n! Ω.

如果 f : R2n → R2n 为线性映射，且 f∗ω = ω ，则称 f 为辛变换. 对于辛变换有

f∗ωn = (f∗ω)n = ωn.

因此，由 (2.3) 知 f∗Ω = Ω 、由本节习题知，此时

Ω = f∗Ω = (detA)Ω,

其中 A 是 f 在标准基下的矩阵表示，由上式知 detA = 1
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注. 如果 A 是辛变换 f 在标准基下的矩阵表示，则

A

(
0 −In
In 0

)
AT =

(
0 −In
In 0

)
.

下面我们考虑微分形式空间上重要的外微分运算. 这是光滑函数的外微分运算的推
广.

——————————————————————
82.5 微分形式
定义 2.5.4（外微分）. 设 w 为 s 次微分形式，对于任意光滑向量场 X Xi Xi(1 ≤

i ⩽ s+ 1) ，令

dω(X1, X2, · · · , Xs+1) =

s+1∑
i=1

(−1)i−1Xiω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xs+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xs+1),

dω 称为 ω 的外微分
我们来说明 dω 是 s+ 1 次的微分形式. 为此首先验证 dω 是场张量. 为了简单起见，

以 s = 1 加以说明：设 ω 为 1 次微分形式，则对任何向量场 X,Y , 均有

dω(X,Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X,Y ]).

如果 f 为光滑函数，则

dω(fX, Y ) = fXω(Y )− Y ω(fX)− ω([fX, Y ])

= fXω(Y )− (Y f)ω(X)− fY ω(X)− ω(f [X,Y ]− (Y f)X)

= fXω(Y )− (Y f)ω(X)− fY ω(X)− fω([X,Y ]) + (Y f)ω(X)

= fdω(X,Y ).

显然，dω 关于两个分量 X,Y 是反称的，因此由上面的计算即知 dω 为场张量，因
此定义了一个 2 次反称协变张量场，即 dω 为 2 次微分形式. 对于一般的 s 次微分形式，
类似的计算表明 dω 为场张量（习题）. 虽然直接的计算可以说明其反称性，但为了避
免过于长的计算，我们先考虑下面的简单性质
命题 2.5.7. 设 f 为光滑函数，ω 为 s 次微分形式，则

d(f · ω) = df ∧ ω + f · dω,

特别地，当 dω = 0 时，d(f · ω) = df ∧ ω
——————————————————————
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证明. 任取光滑向量场 X1, · · · , Xs+1 ，我们计算如下

d(f · ω)(X1, · · · , Xs+1)

=

s+1∑
i=1

(−1)i−1Xi[fω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xs+1)]

+
∑
i<j

(−1)i+jfω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xs+1)

=

s+1∑
i=1

(−1)i−1Xi(f)ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xs+1) + fdω(X1, · · · , Xs+1)

=

s+1∑
i=1

(−1)i−1df(Xi)ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xs+1) + fdω(X1, · · · , Xs+1)

= df ∧ ω(X1, · · · , Xs+1) + f · dω(X1, · · · , Xs+1).

在上面最后的等式中用到了楔积的性质
由于我们已经说明了 dω 为场张量 (张量场)，故现在可以作一些局部的计算设 (U,φ)

为局部坐标，我们考虑 s 次局部微分形式 ω = dxi1 ∧ · · · ∧ dxis ，因为 [ ∂
∂x∗ ,

∂
∂x′ ] = 0 ，

因此有

dω(
∂

∂xk1
, · · · , ∂

∂xks+1
) =

s+1∑
i=1

(−1)i−1 ∂

∂xki
ω
( ∂

∂xk1
, · · · , ∂̂

∂xki
, · · · , ∂

∂xks+1

)
=

s+1∑
i=1

(−1)i−1 ∂

∂xki
ωk1···k̂i···ks+1

= 0.

在上面最后的等式是因为 ω 的分量为 1 或 0, 因此求导后为零，这说明此时 dω = 0.

现在，对于一般的 s 次微分形式 ω ，记其局部表示为

ω =
∑

i1<···is

ωi1···isdx
i1 ∧ · · · ∧ dxis

则由上面的命题和计算即得

dw =
∑

i1<···is

dωi1···is ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxis

=
∑

i1<···is

n∑
i=1

∂ωi1···is
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxis .

特别地，上式表明 dω 为 s+ 1 次微分形式. 映射

d : C∞(M ;

s∧
T ∗M)→ C∞(M ;

s+1∧
T ∗M)

称为外微分算子
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——————————————————————
2.5 微分形式
命题 2.5.8. 外微分算子 d 具有如下性质

d(λω + µη) = λdω + µdη, ∀ λ, µ ∈ R;

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)rω ∧ dη, ω

(3) d2 = 0 ，即 d(dω) = 0 对任意微分形式 ω 成立 (4) 设 f : M → N 为光滑映射，ω
为 N 上的微分形式，则 d(f∗ω) = f∗(dω)

证明.（1）外微分算子的线性性是显然的
(2) 由线性性和微分形式的局部表示，可以假设 ω = fω0, η = gη0, 其中 dω0 = 0

dη0 = 0 ．于是

d(ω ∧ η) = d(fgω0 ∧ η0) = d(fg) ∧ ω0 ∧ η0
= gdf ∧ ω0 ∧ η0 + fdg ∧ ω0 ∧ η0
= dω ∧ η + f(−1)rω0 ∧ dg ∧ η0
= dω ∧ η + (−1)rω ∧ dη.

(3) 不妨设 ω = fω0, 其中 dω0 = 0 ，则由 (2) 知

d(dω) = d(df ∧ ω0) = d(df) ∧ ω0,

在局部坐标系中，有

d(df) = d(
∂f ◦ φ−1

∂xi
dxi) =

∂2f ◦ φ−1

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj .

因为上式最后的系数关于指标 i, j 对称，而 dxi ∧ dxj 关于指标 i, j 反对称，因此求
和为零，即 d2 = 0

(4) 先假设 ω = dg, g 9 g 为 N 上的光滑函数，则对于 M 上的切向量 X, 有

f∗(dg)(X) = dg(f∗X) = f∗X(g) = X(g ◦ f) = d(g ◦ f)(X).

这说明 f∗(dg) = d(g ◦ f) = d(f∗g) . 对于一般的微分形式，利用微分形式的局部表
示和拉回映射的性质即可类似证明口
如果 dω = 0 ，则称 ω 为闭形式；如果 ω = dη ，则称 ω 为恰当形式. 由上述命题

知，恰当形式必为闭形式. s 次闭形式的全体记为 Zs(M ;R) ，s 次恰当形式的全体记为
Bs(M ;R) 令

Hs
dR(M ;R) = Zs(M ;R)/Bs(M ;R),

称为 M 的 s 次 deRham 上同调群. 我们在第四章中将进一步研究 deRham 上同调
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群.
推论 2.5.9. 设 f :M → N 为光滑映射，则 f 的拉回映射诱导了 de Rham 上同调群

之间的同态：

f∗ : Hs
dR(N ;R)→ Hs

dR(M ;R).

——————————————————————
证明. 由上面的命题即知，f 把闭形式拉回为闭形式，把恰当形式拉回为恰当形式，

如果用 [ω] 表示闭形式 ω 的上同调类，则令

f∗[ω] = [f∗ω]

f∗ 就是定义恰当的群同态
最后我们来研究外微分运算和 Lie 导数运算之间的关系，
定义 2.5.5（内乘）. 设 ω 为 s 次微分形式，X 为切向量场，定义 s− 1 次微分形式

iX(ω) 如下：设 Y1, · · · , Ys−1 为切向量，令

iX(ω)(Y1, · · · , Ys−1) = ω(X,Y1, · · · , Ys−1).

称算子

iX : C∞(M ;

s∧
T ∗M)→ C∞(M ;

s−1∧
T ∗M)

为关于 X 的内乘算子，
内乘算子具有以下性质
·iX ◦ iX = 0, ifX(ω) = iX(fω) = fiX(ω) 其中 f 为光滑函数. 这从定义可以立即

得到·对于 1 次微分形式 ω, 有 iX(ω) = ω(X) . 特别地，iX(df) = Xf , 其中 f 为光滑
函数
·如果 {xi} 为局部坐标函数，则

i ∂
∂x4

(dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) =

0, i /∈ {ij}sj=1,

(−1)k−1dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xik ∧ · · · ∧ dxin , i = ik.

这可由定义和简单的计算得出. 由此可知，对于一般的向量场 X, 有

iX(dxi1 ∧ · · · ∧ dxis) =
s∑
j=1

(−1)j−1X(xij )dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij ∧ · · · ∧ dxis .

·iX(ω ∧ η) = iX(ω)∧ η + (−1)rω ∧ iXη, 其中 ω 为 T 次微分形式. 这可由微分形式
的局部表示和上面两条性质得出
定义 2.5.6(Lie 导数). 设 ω 为 s 次微分形式，X 为切向量场，我们来定义一个新的
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s 次微分形式 LX(ω) 如下：设 X 生成的单参数变换群为 {ϕt} ，经过 p 的积分曲线记
为 σ(t) ，Y1, · · · , Ys 是 p 处的切向量，则令

LX(ω)(Y1, Y2, · · · , Ys) =
d

dt

∣∣∣
t=0

ωσ(t)((ϕt)∗Y1, · · · , (ϕt)∗Ys)

算子 LX 称为关于 X 的 Lie 导数运算
——————————————————————
2.5 微分形式
我们也可以用拉回映射的求导来表示 Lie 导数：

LX(ω) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕt)
∗ω.

Lie 导数运算具有以下性质
·LX(f) = Xf , 其中 f 为光滑函数. 事实上，由定义

LX(f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(σ(t)) = Xf.

·LX(ω ∧ η) = LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX(η). 这是因为

(ϕt)
∗(ω ∧ η) = (ϕt)

∗(ω) ∧ (ϕt)
∗(η)

由 Lie 导数的拉回映射的求导表示即得欲证等式，特别地，我们有

LX(f · ω) = (Xf)ω + f · LXω.

. dLX = LXd, 即 Lie 导数运算和外微分运算可交换. 这是因为外微分运算和拉回映
射可交换，
·[LX , LY ] = L[X,Y ] . 这条性质的证明留作习题
命题 2.5.10. 我们有如下恒等式

LX = d ◦ iX + iX ◦ d.

证明. 只需局部验证即可，即假设 ω = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxix , ，由几个算子的性质我
们有
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diX(ω) = d[f iX(dxi1 ∧ · · · ∧ dxis)]

= df ∧ iX(dxi1 ∧ · · · ∧ dxis) + f d iX(dxi1 ∧ · · · ∧ dxis)

= df ∧ iX(dxi1 ∧ · · · ∧ dxis)

+ f d

s∑
k=1

(−1)k−1X(xik)dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xik ∧ · · · ∧ dxis

= df ∧ iX
(
dxi1 ∧ · · · ∧ dxis

)
+ f

s∑
k=1

dxi1 ∧ · · · ∧ dX(xik) ∧ · · · ∧ dxis ;

和

iX dω = iX(df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxis)

= (Xf)dxi1 ∧ · · · ∧ dxis − df ∧ iX(dxi1 ∧ · · · ∧ dxis);

——————————————————————
以及

LX(ω) = LX(f) dxi1 ∧ · · · ∧ dxis + f LX(dxi1 ∧ · · · ∧ dxis)

= (Xf)dxi1 ∧ · · · ∧ dxis + f

s∑
k=1

dxi1 ∧ · · · ∧ LX(dxik) ∧ · · · ∧ dxis

= (Xf)dxi1 ∧ · · · ∧ dxis + f

s∑
k=1

dxi1 ∧ · · · ∧ dX(xik) ∧ dxis .

将上面的这几个等式合起来即得欲证等式
注. 内乘运算和 Lie 导数运算均可以直接推广到张量场上. 例如，设 θ 为 (r, s) 型的

张量场，X 为向量场，则 LXθ 仍为 (r, s) 型的张量场，它可如下定义

LXθ(ω1, · · · , ωr, X1, · · · , Xs) = X(θ(ω1, · · · , ωr, X1, · · · , Xs))

−
r∑
i=1

θ(ω1, · · · , LXωi, · · · , ωr, X1, · · · , Xr)

−
s∑
j=1

θ(ω1, · · · , ωr, X1, · · · , LXXj , · · · , Xs).

当 η 也是张量场时，LX(θ ⊗ η) = LX(θ)⊗ η + θ ⊗ LX(η)

习题 2.5
1. 给出 2.5.3 中 (3) 的完整证明
2. 证明等式 (2.2)
3. 设 α 为 1 阶协变张量，β 为 s 阶协变张量，则
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α ∧ β(X1, · · · , Xs+1) =

s+1∑
i=1

(−1)i−1α(Xi)β(X1, X2, · · · , X̂i, Xs+1)

其中 X̂i 表示去掉 Xi

4. 证明，M 可定向当且仅当 ∧nT ∗M 同构于平凡线丛
5. 设 N 为定向流形 M 的正则子流形，dimN = dimM − 1 ：在 M 上取黎曼度量

g ，向量丛 TM |N 的一个截面 Y 称为 N 的法向量场，如果 Y (p) ⊥ TpN b p ∈ N. 证
明，N 可定向当且仅当 N 上存在处处非零的连续法向量场

6. 设 f : M → R 为定向流形上的光滑函数，c 为 f 的正则值. 如果 f−1(c) 非空则
f−1(c) 为 M 的定向正则子流形

——————————————————————
2.6����
7. 证明本节例子中给出的 Sn 上的微分形式的确是处处非零的 8. 如果 f : Rn → Rn

为线性映射，则 f∗Ω = (detA)Ω ，其中 Ω 为 Rn 的标准体积形式，A 为 f 在标准基下
的矩阵表示 9. 对于一般的 s 次微分形式，证明 dω 是函数线性的，即为场张量 10. 设
f 为光滑函数，ω 为微分形式，则 d(df ∧ ω) = −df ∧ dω 11. 对于微分流形 M , 计算它
的 0 次 deRham 上同调

82.6 带边流形
在这一节里我们为下一节的流形上的微积分基本公式作一些预备. 令

Hn+ = {x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | xn ⩾ 0},

这是 Rn 的带边上半空间，其边界 ∂H = {x ∈ Rn | xn = 0} 为 n− 1 维欧氏空间
定义 2.6.1.设M 为具有 A2 ，T2 性质的拓扑空间，如果存在M 的开覆盖 {Uα}，以

及相应的同胚族 φα : Uα → φα(Uα), 其中 φα(Uα) 为 Hn+ 中的开集，且当 Uα ∩Uβ 6= ∅
时，转换映射

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

均为 Ck 映射，则称 M 为 n 维 Ck 带边流形
为了区别起见，我们也把本书开头所定义的微分流形称为无边流形. 紧致（连通）的

无边流形有时称为闭流形，而非紧 (连通) 的无边流形有时称为开流形. 对于带边流形，
我们可以类似地定义微分结构，可定向性以及切丛等，
注. (1) 设 M 是定义中的带边流形，p ∈ Uα ．如果 φα(p) ∈ ∂H ，则由逆映射定理

不难证明 (习题)，如果 p ∈ Uβ ，则也有 φβ(p) ∈ ∂H
(2) 根据 (1)，我们可以可以定义带边流形的边界为：
∂M = {p ∈M | 存在 α ，使得 φα(p) ∈ ∂H}
当 φα 限制在 Uα ∩ ∂M 时，我们就得到了 ∂M 的局部坐标覆盖，因此当 M 为 n 维

带边流形时，其边界 ∂M 为无边 n− 1 维流形
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例 2.6.1. 显然，上半空间 Hn+ 为带边流形，其边界为无边流形 Rn−1 . Rn 中的闭球
也是带边流形，例如，单位闭球为带边流形，其边界为单位球面.

——————————————————————
特别地，R1 上的闭区间 [a, b] 为带边流形，其边界由两个点 (零维流形) 组成可以证

明，边界非空的 1 维紧致连通带边流形均为某个闭区间
例 2.6.2. 柱面 S1 × I 为 2 维带边流形，其中 I 为某个闭区间；实心环 S1 ×D2 为

3 维带边流形，其中 D2 为闭的 2 维圆盘
例 2.6.3.Mobius 带
考虑乘积空间 X = [a, b]× [0, 1], 在 X 上定义等价关系 ∼ 如下：(x, s) ∼ (y, t) 当且

仅当 x = a, y = b 或 x = b, y = a 且 s + t = 1 ．于是商空间 X/ ∼ 具有带边流形的结
构，其边界为 S1 . 这个带边流形称为 Mobius 带
例 2.6.4. 设 W 为微分流形 M 中的开集，且作为集合，其边界 ∂W 为 M 的 n− 1

维正则子流形，则 W 在 M 中的闭包 W 为带边流形
特别地，如果 f :M → R 为无边流形上的光滑函数，如果 c ∈ R 为 f 的正则值，则

f−1((−∞, c]) 为带边流形
带边流形去掉边界的部分称为其内部，这是一个无边流形. 对于带边流形，Sar 定理

同样成立
定理 2.6.1(Sard). 设 M 为带边流形，N 为无边流形，f : M → N 为光滑映射，f

在边界 ∂M 上的限制记为 ∂f ：则 f 和 ∂f 的临界值之并为 N 中的零测集即，几乎所
有的 y ∈ N 既是 f 也是 ∂f 的正则值
证明. 由无边流形的 Sard 定理，∂f : ∂M → N 的临界值为零测集. 同理，f 限制在

M 的内部得到的光滑映射的临界值也为零测集，从而几乎所有的 y ∈ N 既是口 f 也是
∂f 的正则值
设 f : M → N 是从带边流形 M 到无边流形 N 的光滑映射，S 为 N 的正则子流

形. 如果 f 在 M 的内部的限制映射以及 f 在边界 ∂M 上的限制映射 ∂f 都和 S 横截
相交，则称 f 和 S 横截相交. 这等价于说，对任意 p ∈ f−1(S) ，下面的等式成立：

f∗p(TpM) + Tf(p)S = Tf(p)N,

(∂f)∗p(Tp(∂M)) + Tf(p)S = Tf(p)N.

其中第二个等式当 p ∈ ∂M 时成立. 和无边流形类似，我们有
定理 2.6.2. 设 f :M → N 是从带边流形 M 到无边流形 N 的光滑映射，S 为 N 的

正则子流形，如果 f 和 S 横截相交，则 f−1(S) 为带边流形，其边界

∂f−1(S) = f−1(S) ∩ ∂M,

且 codim f−1(S) = codimS

——————————————————————
2.6����
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作为应用，我们有
定理 2.6.3. 设 M 为紧致带边流形，则不存在光滑映射 f : M → ∂M ，使得 ∂f 为

恒同映射 id
证明. 选取 q ∈ ∂M ，使得 q 为 f 的正则值. 因为 f 在边界上为恒同映射，q 世是

∂f 的正则值. 因此 f−1(q) 为紧致 1 维带边流形，且

∂f−1(q) = f−1(q) ∩ ∂M = {q}.

口然而紧致 1 维带边流形的边界必由偶数个点组成，这就得到了一个矛盾
在上面的定理中，光滑性条件的要求有时可以减弱为连续性，我们以 Rn 中的单位

闭球 Dn 为例加以说明
定理 2.6.4. 不存在连续映射 f : Dn → Sn−1 ，使得 f 限制在边界 Sn−1 上为恒同映

射.
证明. 用反证法. 假设这样的连续映射 f : Dn → Sn−1 存在，则定义 f̄ : Dn → Sn−1

如下：

f̃(x) =

f(2x), ‖x‖ ⩽ 1
2 ,

x
∥x∥ , ‖x‖ ⩾ 1

2 .

f̄ 仍为连续映射，且在
{

1
2 < ‖x‖ ⩽ 1

}
上光滑，在 Sn−1 上为恒同映射，我们用光

治映射 g̃ : Dn → Sn−1 逼近 f̃ , 使得 ḡ 在 { 23 < ‖x‖ ⩽ 1} 上保持不变，且

‖ḡ(x)− f̄(x)‖ ⩽ 1

4
, ∀ x ∈ Dn.

令 g = r ◦ ḡ ，其中 r : Rn − {0} → Sn−1 为压缩映射：

r(x) =
x

‖x‖
.

显然，g 是光滑的，且限制在 Sn−1 上为恒同映射，这和前一定理的结论相矛盾．口
推论 2.6.5(Brouwer). 对任何连续映射 f : Dn → Dn ，必存在 x0 ∈ Dn ，使得

f(x0) = x0.

证明. 用反证法．如果连续映射 f : Dn → Dn 没有不动点，即 f(x) 6= x ，任意
x ∈ Dn ．则定义映射 g : Dn → Sn−1 为 g(x) = f(x) + t(x− f(x)) ，其中 t = t(x) 为
下面方程中的惟一正解：

y − f(x) = t(x− f(x)), ‖y‖ = 1.

——————————————————————
通过解一元二次方程可知 t(x) 为 x 的连续函数，且当 ‖x‖ = 1 时，t = 1 ，即

g(x) = x x ∈ Sn−1 . 这样我们就得到了从 Dn 到 Sn−1 的连续映射，且它限制在 Sn−1

上为恒口同映射，这和上面定理的结论相矛盾
下面考虑带边流形的定向. 我们知道，如果 M 为 n 维带边流形，则其边界 ∂M 为

n − 1 维无边流形，因此其切空间为 M 在该点切空间的一个超平面，超平面两侧的切
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向量分别称为的内向量和外向量. 利用局部坐标，我们可以定义内向量如下设 (U,φ) 为
p ∈ ∂M 附近的局部坐标系，使得

φ(U) ⊂ Hn, φ(U ∩ ∂M) = φ(U) ∩ ∂H.

设 Xp ∈ TpM − Tp(∂M) ，如果 Xp(x
n) ⩾ 0 ，则称 Xp 为内向量．我们要说明这个

定义是恰当的．为此设 (V, ψ) 为满足同样条件的 p 附近的局部坐标，yi 1 ⩽ i ⩽ n) 为
坐标函数，则

Xp(y
n) =

n∑
i=1

∂yn

∂xi
(p)Xp(x

i).

因为 yn 限制在 ∂M 上恒为零，故当 i < n 时，∂yn

∂xi (p) = 0 . 且有

∂yn

∂xn
(p) = lim

xn→0+

yn(x)− yn(p)
xn − xn(p)

= lim
xn→0+

yn(x)

xn
⩾ 0,

因此

Xp(y
n) =

∂yn

∂xn
(p)Xp(x

n) ⩾ 0.

这说明内向量的定义与局部坐标的选取无关. 类似地可以定义外向量，如果我们在
M 上选取黎曼度量，则也可以把内法向量定义为与 Tp(∂M) 正交的内向量．因此在边
界 ∂M 上每一点处均存在惟一的一个单位内法向量，这是 ∂M 的法从的一个处处非零
的截面，因此有
命题 2.6.6. 带边流形边界上的法从为平凡线丛
如果 M 为可定向带边流形，则得到下面的推论
推论 2.6.7. 如果 M 为可定向带边流形，则其边界 ∂M 为可定向的无边流形
我们可以用定向局部坐标覆盖将 M 和 ∂M 上的定向表示出来．为此，设 {(Uα, φα)}

为 M 的一个定向坐标覆盖，则考虑 ∂M 的坐标覆盖

{(Uα ∩ ∂M, φα|Uα∩∂M )},

我们来说明这是 ∂M 的一个定向坐标覆盖
——————————————————————
82.6 带边流形
事实上，注意到 φnβ |∂M ≡ 0 ，故

∂(φβ ◦ φ−1
α )n

∂xi

∣∣∣
∂M

= 0, i ⩽ n− 1.

从而有

0 < det J(φβ ◦ φ−1
α )|∂M = det J(φβ |∂M ◦ φα|−1

∂M )
∂(φβ ◦ φ−1

α )n

∂xn

∣∣∣
∂M

,

110



在前面我们已经证明 ∂
∂xn

α

(
xnβ

)
⩾ 0 因此上式表明

det J(φβ |∂M ◦ φα|−1
∂M ) > 0.

这说明 M 上的定向坐标覆盖限制在边界 ∂M 上也是定向坐标覆盖
通常，我们用定向坐标覆盖中的有序坐标函数来表示一个定向. 在此意义下，如果

{x1α, · · · , xnα}为 M 的一个定向，则 {(−1)nx1α, x2α, · · · , xn−1
α }为 ∂M 上的一个定向，称

为诱导定向
有时我们也用一个处处非零的 n 次微分形式来表示一个定向. 两个处处非零的 n 次

微分形式 ω 和 η 之间相差一个处处非零的光滑函数，即

ω = fη.

当 f 恒正时，称 ω 和 η 表示同一个定向；当 f 恒负时，称 ω 和 η 表示相反定向.
如果 g : M → N 为定向流形之间的微分同胚，WM ωM ωM , ωN WN ωN 分别为代表
M M M , N N N 定向的 n 次微分形式，则当 f∗ωN 和 ωM 表示同一定向时，称 f 为
保持定向的微分同胚
回到带边流形的定向，沿用前面的记号，如果 ω = dx1α ∧ · · · ∧ dxnα 代表了 M 的定

向，则 ω′ = (−1)ndx1α ∧ · · · ∧ dxn−1
α 表示了边界 ∂M 的定向，这样选取的定向满足下

面的等式

(
−dxnα

)
∧ ω′ =

(
−dxnα

)
∧
(
−1
)n

dx1α ∧ · · · ∧ dxn−1
α = ω.

习题 2.6
1. 给出本节定义 2.6.1 后注记的证明
2. 设 M 为无边流形，N 为带边流形，证明 M ×N 为带边流形，其边界为 M × ∂N.

3. 证明 Mobius 带不可定向
4. 设 Mn 为连通可定向的无边流形，Nn−1 为 M 的紧致连通正则子流形. 如果集合

Mn −Nn−1 不连通，则 Nn−1 可定向
——————————————————————
5. 用 Brouwer 不动点定理证明：具有非负元素的 n 阶方阵必定存在一个非负实特征

值
6. 证明带边流形边界上的单位内法向量场为法从的光滑截面 7. 设 M 为可定向带边

流形，证明 M 上存在光滑 1 次微分形式 η, 使得 η(T∂M) = = 0, 且 η 在 ∂M 上处处
非零

82.7Stokes 积分公式
下面我们考虑微分形式在可定向流形上的积分. 为此设 M 为 n 维（带边) 流形，并

在 M 上给定了一个定向. 设 ω 为 M 上具有紧支集的 n 次微分形式，即支集

Suppω = {x ∈M | ω(x) 6= 0}
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为紧致集合. 我们假设以下出现的局部坐标系均与给定的定向相容
(1）假设 Suppω 含于某局部坐标邻域 Uα 中，且在此局部坐标下 ω 表示为

ω = aα dx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα.

ω 在 M 上的积分定义为如下多元函数的积分∫
φα(Uα)

aα ◦ φ−1
α (x) dx1α · · · dxnα

并记为
∫
M
ω 深积分和局部单标的选取无关

事实上，如果 Suppω 含于另一局部坐标邻域 Uβ 中，则 Suppω ⊂ Uα ∩ Uβ . 在 Uβ

中，ω 可以表示为

ω = bβ dx
1
β ∧ · · · ∧ dxnβ ,

则

bβ = det J(φα ◦ φ−1
β ) · aα.

因此有∫
φβ(Uβ)

bβ dx
1
β · · · dxnβ =

∫
φβ(Uβ∩Uα)

bβ dx
1
β · · · dxnβ

=

∫
φα(Uβ∩Uα)

| det J(φβ ◦ φ−1
α ))| · bβ dx1α · · · dxnα

=

∫
φα(Uα)

aα dx
1
α · · · dxnα.

——————————————————————
上面倒数第二式用到了坐标转换映射 Jacobian 行列式大于零以及多元函数积分的

变量代换公式
(2) 设 w=w, 且 ωi 的支集均含于某一个局部坐标邻域 U 中, 则 ω 的支集也含于 U

中，因此可以用 (1) 中的方式定义 ω 在 M 上的积分断言：
∫
M
ω =

∑k
i=1

∫
M
ωi

事实上，如果 ωi 在 U 中有局部表示 ωi = ai dx
1 ∧ · · · ∧ dxn, 则 ω 有局部表示

ω = (

k∑
i=1

ai)dx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

因此
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∫
M

ω =

∫
φ(U)

( k∑
i=1

ai ◦ φ−1(x)
)
dx1 · · · dxn

=
k∑
i=1

∫
φ(U)

ai ◦ φ−1(x) dx1 · · · dxn

=

∫
M

ωi.

1

(3) 最后，设 ω 为具有紧支集的 n 次微分形式，取从属于 Suppω 的一个有限局部
坐标覆盖的单位分解 {φα}. 并令∫

M

ω =
∑
α

∫
M

φα · ω,

称为 ω 在 M 上的积分. 我们来说明，积分的定义是恰当的，和开覆盖及单位分解的
选取无关
事实上，如果另有一个坐标覆盖以及相应的单位分解 {ψβ}, 则对每一个固定的指标

α ，由于微分形式 ψβφαω 的支集都在统一坐标邻域中，由 (2）就有∫
M

φαω =
∑
β

∫
M

ψβφαω,

同理有 ∫
M

ψβω =
∑
α

∫
M

φαψβω.

这说明

∑
α

∫
M

φαω =
∑
α

∑
β

∫
M

ψβφαω

=
∑
β

∑
α

∫
M

ψβφαω

=
∑
β

∫
M

ψβω.

——————————————————————
微分形式的积分具有如下性质
w=-w其中 −M 表示选取了与M 上给定定向相反的定向.例如如果 {x1, x2, · · · , xn}

为 M 上定向坐标，则 {y1 = −x1, y2 = x2, · · · , yn = xn} 为 −M 的定向坐标. 如果 ω

在前一局部坐标下局部表示的系数为 a(x) ，则在后一局部坐标下局部表示的系数为
−a(x) ，因此由积分的定义知 ω 在这两个定向下的积分相差一个符号

.
∫
M

(λω + µη) = λ
∫
M
ω + µ

∫
M
η, 其中 λ, µ 为实数。这由积分的定义可以立即推
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出.
·设 f : M → N 为定向流形之间保持定向的微分同胚，ω 为 N 上具有紧支集的微

分形式，则 ∫
M

f∗ω =

∫
N

ω.

事实上，如果 {ρα} 为 N 上的单位分解，则 ρα ◦ f 为 M 上的单位分解，通过利用
单位分解，上述等式由多元函数积分的变量替换公式即可推出
在微积分中，联系微分和积分的 Newton-Leibniz 公式或微积分基本公式是最重要的

一个结果. 下面我们在微分流形上给出一个联系外微分和微分形式积分的公式，它可视
为流形上的微积分基本公式，我们先看一个简单的情形
定理 2.7.1. 设 Mn 为定向无边流形，ω 为具有紧支集的 n− 1 次微分形式则∫

M

dω = 0.

证明. 利用单位分解我们不妨假设 ω 的支集含于局部坐标邻域 U 中，将 ω 写为

ω =

n∑
i=1

(−1)i−1ai(x)dx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn,

则

dω = (
∂a1
∂x1

+ · · · ∂an
∂xn

)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

于是

∫
M

dω =

n∑
i=1

∫
φ(U)

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn.

——————————————————————
注意到 ai 的支集含于 U 中，因此∫

φ(U)

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn =

∫
Rn

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

=

∫
Rn−1

∫ +∞

−∞

∂ai
∂xi

dxi dx1 · · · d̂xi · · · dxn

=

∫
Rn−1

[
ai

∣∣∣xi=+∞

xi=−∞

]
dx1 · · · d̂xi · · · dxn

= 0,

上面我们用到 ai 支集的紧致性. 由此即知
∫
M
dω = 0

推论 2.7.2. 设 Mn 为闭的可定向微分流形，则 Hn
dR(M ;R) 6= 0

证明. 设 M 为可定向流形，任取 M 的黎曼度量 g ，其体积形式 Ω 为 M 上处处非
零的 n 次微分形式，因为 M 上的 n+1 次微分形式均为零，故 Ω 为闭形式，它代表了

114



de Rham 上同调群中的一个元素 [0]. 记

Vol(M, g) =

∫
M

Ω,

称为黎曼流形 (M, g) 的体积. 根据 Ω 的局部表达式易知 Vol(M, g) > 0

另一方面，如果 Ω 为恰当形式，即 Ω = dη. ，则由前一定理，有∫
M

Ω =

∫
M

dη = 0.

这就说明 [Ω] 为 Hn
dR(M ;R) 中非零元素

下面的定理是流形上的微积分基本公式
定理 2.7.3（Stokes). 设 Mn 为定向带边流形，ω 为 M 上具有紧支集的 n− 1 次微

分形式，则 ∫
M

dω =

∫
∂M

i∗ω =

∫
∂M

ω,

其中，i : ∂M →M 为包含映射，∂M 上的定向为诱导定向，
证明. 通过利用单位分解，不妨设 Suppω 含于坐标邻域 U 中，φ 为 U 上的坐标函

数，且

φ(U ∩ ∂M) = φ(U) ∩ ∂H.

ω 在 U 中可以表示为

ω =

n∑
i=1

(−1)i−1ai dx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn,

——————————————————————
于是

dω = (

n∑
i=1

∂ai
∂xi

)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

我们分两种情况讨论
(1) ∂M ∩ U = ∅ ，此时，和前面定理的证明一样，有

∫
M

dω =

∫
U

dω =

n∑
i=1

∫
φ(U)

∂ai
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn = 0.

另一方面，由于 ∂M∩Suppω = ∅, 故 i∗ω = 0 ，从而∫
∂M

i∗ω = 0 =

∫
M

dω.

(2) ∂M ∩ U 6= ∅ 此时，
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∫
M

dω =

∫
φ(U)

n∑
i=1

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

=

n∑
i=1

∫
Hn

+

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

=

n−1∑
i=1

∫ +∞

0

∫
Rn−1

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

+

∫
Rn−1

∫ +∞

0

∂an
∂xn

dx1 · · · dxn−1

=

n−1∑
i=1

∫ +∞

0

∫
Rn−2

ai

∣∣∣xi=+∞

xi=−∞
dx1 · · · d̂xi · · · dxn

+

∫
Rn−1

an|x
n=+∞
xn=0 dx1 · · · dxn−1

= −
∫
∂H
an
(
x1, · · · , xn−1, 0

)
dx1 · · · dxn−1.

另一方面，由于 xn |∂M ≡ 0 故

i∗ω = (−1)n−1an(x
1, · · · , xn−1, 0)dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1,

由于 ∂M 上的诱导定向由坐标 {(−1)nx1, x2, · · · , xn−1} 给出，因此∫
∂M

i∗ω = −
∫
∂H
an(x

1, · · · , xn−1, 0)dx1 · · · dxn−1.

这说明 ∫
M

dω =

∫
∂M

i∗ω.

这就证明了定理
——————————————————————
82.7Stokes 积分公式
设M 为定向带边流形，Ω为一个体积形式.如果 X 为M 上的光滑向量场，则 LXΩ

可以写为

LXΩ = div(X)Ω,

系数 div(X) 称为 X 的散度
推论 2.7.4（散度定理). 设 M 为定向带边流形，Ω 为体积形式，X 为 M 上具有紧

支集的光滑向量场，则 ∫
M

div(X)Ω =

∫
∂M

iXΩ.

116



证明. 利用等式

LXΩ = d ◦ iXΩ+ iX ◦ dΩ = d ◦ iXΩ

以及 Stokes 公式即可
如果体积形式 Ω 是 M 上黎曼度量 g 的体积形式，则记 g 在 ∂M 上的限制的体积

形式为 ω 记 N⃗ 为边界 ∂M 的单位外法向量，则有
推论 2.7.5. 在上面推论的条件下，有∫

M

div(X)Ω =

∫
∂M

〈X, N⃗〉ω.

证明. 设 p ∈ ∂M , 取 Tp(∂M) 的一组标准正交基 {ei}n−1
i=1 ，使得

ω(e1, · · · , en−1) = 1.

则

iXΩ(e1, · · · , en−1) = Ω(X, e1, · · · , en−1)

= Ω(〈X, N⃗〉N⃗ +

n−1∑
i=1

〈X, ei〉ei, e1, · · · , en−1)

= 〈X, N⃗〉Ω(N⃗ , e1, · · · , en−1) = 〈X, N⃗〉.

这里我们用到了诱导定向的定义，这说明

iXΩ = 〈X, N⃗〉ω,

从而本推论由前一推论即可得到
例 2.7.1.Newton-Leibniz 公式
取 1 维带边流形 [a, b] 其定向由 R1 上的标准坐标给出，考虑 1 次微分形式

ω = df = f ′(x)dx, ，则由 Stokes 公式，有∫ b

a

f ′(x)dx =

∫ b

a

df =

∫
∂[a,b]

f = f(b)− f(a) = f(x)|ba .

此处，∂[a, b] 由带有诱导定向的两点 {−a, b} 组成
——————————————————————
例 2.7.2. R2 中的 Green 公式
考虑 R2 上的有界区域 W ，设其边界为 1 维正则子流形（曲线），W 上的定向由

R2 上的标准坐标 {x, y} 给出，∂W 的定向为诱导定向，即由“右手法则”确定的定向.
设 ω = pdx+ qdy 为 1 次微分形式，则

dω = (
∂q

∂x
− ∂p

∂y
)dx ∧ dy.
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由 Stokes 公式， ∫
W

dω =

∫
W

(
∂q

∂x
− ∂p

∂y
)dx ∧ dy

=

∫
∂W

pdx+ qdy =

∫
∂W

ω.

例 2.7.3. R3 中的 Stokes 公式
考虑 R3 中的 2 维曲面 M ，其边界 ∂M 为 1 维正则子流形，在 M 上选定外

法向，并由此从 R3 中诱导定向 (“右手法则”)，∂M 的定向从 M 诱导而来. 如果
ω = pdx+ qdy + rdz 为 1 形式，则

dω = (
∂r

∂y
− ∂q

∂z
)dy ∧ dz + (

∂p

∂z
− ∂r

∂x
)dz ∧ dx+ (

∂q

∂x
− ∂p

∂y
)dx ∧ dy.

由 Stokes 公式，得

∫
M

dω =

∫
M

(
∂r

∂y
− ∂q

∂z
)dy ∧ dz + (

∂p

∂z
− ∂r

∂x
)dz ∧ dx+ (

∂q

∂x
− ∂p

∂y
)dx ∧ dy

=

∫
∂M

pdx+ qdy + rdz =

∫
∂M

ω.

例 2.7.4. R3 中的 Gauss 公式
设 W 为 R3 中的有界开集，其边界 ∂W 为 2 维曲面，定向皆为诱导定向. 设 ω 为

2 次微分形式，

ω = pdy ∧ dz + qdz ∧ dx+ rdx ∧ dy.

则

dω = (
∂p

∂x
+
∂q

∂y
+
∂r

∂z
)dx ∧ dy ∧ dz,

由 Stokes 公式，有∫
W

dω =

∫
W

(
∂p

∂x
+
∂q

∂y
+
∂r

∂z
)dx ∧ dy ∧ dz

=

∫
∂W

pdy ∧ dz + qdz ∧ dx+ rdx ∧ dy =

∫
∂M

ω.

最后我们以一个应用结束本章，这个应用在前一节也证明过，
——————————————————————
S2.7Stokes 积分公式
定理 2.7.6. 设 M 为定向紧致带边流形，则不存在光滑映射 f :M → ∂M , 使得 f 限

制在 ∂M 上为恒同映射.
证明. 反证法，设这样的 f 存在，我们来导出矛盾. 取 ∂M 上体积形式 ω, 则
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∫
∂M

ω = Vol(∂M) > 0.

另一方面，由于 ∂f 为恒同映射，故由 Stokes 公式，有

0 <

∫
∂M

ω =

∫
∂M

f∗ω =

∫
M

df∗ω =

∫
M

f∗dω = 0,

上式最后是因为 dω 的次数大于 ∂M 的维数，从而为零. 这就导出了矛盾．口
习题 2.7
1. 设 Mn 为定向无边流形，M 上具有紧支集的 s 次微分形式全体记为 Ωsc(M) 外微

分运算可以自然定义在 Ωsc(M) 上，令

Hs
c (M ;R) = Ωsc(M)/dΩs−1

c (M),

称为紧支集 de Rham 上同调. 证明，Hn
c (M ;R) 6= 0

2. 计算 Sn 在标准度量下的体积
3. 设 x, y, x 为 R3 上的标准坐标，计算 2 次微分形式 xdy ∧ dz 在 S2 上的积分其中

S2 的定向取诱导定向 (看成 D3 的边界)
4. 设 M 为定向紧致流形，g 为黎曼度量，X 为光滑向量场，它生成的但参数变换

群记为 {ϕt} ，记 gt = (ϕt)
∗g 为拉回度量，(M, gt) 的体积记为 Vt, 证明

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Vt =

∫
M

div(X)Ω,

其中 Ω 为 g 的体积形式
5. 设 Mn 为定向无边流形，α, β � β 分别为 s 次和 n− s 次微分形式，X 为具有紧

支集的光滑向量场，则 ∫
M

LX(α) ∧ β = −
∫
M

α ∧ LX(β).

6. 证明推论 2.7.5 中用到的等式 Ω(N⃗ , e1, · · · , en−1) = 1.

——————————————————————
第二章流形上的微积分
——————————————————————
第三章流形的几何
本章介绍流形上的微分几何，我们将首先引入度量、联络、曲率等几何学基本概念，

并研究若干特殊的例子，最后证明重要的 Gauss-Bonnet 公式
3.1 度量回顾
我们回忆一下，微分流形上的一个黎曼度量指的是一个二阶正定对称协变张量场，

它在流形的每一点的切空间上都指定了一个内积. 在局部坐标系 {x1, . . . , xn} 中，黎曼
度量 g 可以表示为
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g =

n∑
i,j=1

gij(x)dx
i ⊗ dxj ,

其中

gij(x) = g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
).

例 3.1.1. 黎曼度量的存在性，
设 M 为微分流形，取 M 的局部有限坐标覆盖 {Uα}, ，从属于这个覆盖的单位分解

记为 {ρα} 如果 Uα 中的坐标函数为 {x1α, · · · , xnα} 令

g =
∑
α

ραg
α
ijdx

i
α ⊗ dxjα,

其中 (gαij) 是 Uα 上的正定对称函数矩阵. 显然，g 为 M 上的二阶对称协变张量场根
据单位分解函数的性质也容易看出 g 是正定的，即 g 是 M 上的黎曼度量
例 3.1.2. 拉回度量
设 f : M → N 为浸入，h 是 N 上的黎曼度量，则拉回协变张量场 f∗h 是 M 上的

二阶协变对称张量场. 因为 f 是浸入，其切映射是非退化的，从而 h 也是正定的，即 h

是 M 上的黎曼度量，称为拉回度量
例 3.1.3. 球面 Sn 上的度量
考虑包含映射 i : Sn → Rn+1 ，在 Rn+1 上有标准黎曼度量

g0 =

n+1∑
i=1

dxi ⊗ dxi.

Sn 上的拉回度量记为 g1 = i∗g0 ，g1 也就是将 g0 限制在 Sn 上每一点的切空间上
得到的限制度量

——————————————————————
现在我们在局部坐标下写出 g1 的局部表示. 令 U = Sn − {(0, · · · , 0,−1)}, U 上的

局部坐标映射为

φ : U → Rn, φ(x) = (
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1
),

其中 x = (x1, · · · , xn+1) ∈ U . 如果记 φ 的第 i 个分量为 ui 则

xi =
2ui

1 +
∑n
i=1(u

i)2
(1 ⩽ i ⩽ n); xn+1 =

1−
∑n
i=1(u

i)2

1 +
∑n
i=1(u

i)2
.

因此，直接的计算表明，在 U 中 g1 可以表示为

g1 = i∗g0 =
4

[1 +
∑n
i=1(u

i)2]2

n∑
i=1

dui ⊗ dui.
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类似地，可以得到 g1 在 V = Sn − {(0, · · · , 0, 1)} 上的局部表示
定义 3.1.1(等距同构). 设 f : (M, g) → (N,h) 是黎曼流形之间的微分同胚如果

g = f∗h ，则称 f 为黎曼流形 (M, g) 和 (N,h) 之间的等距同构。我们不区分等距同构
的黎曼流形
除了等距同构的概念以外，还有局部等距同构和等距嵌入的概念，局部等距同构是

指黎曼流形之间的映射 f : (M, g) → (N,h) ，使得任给 p ∈ M ，均存在 p 的开令域
U ，使得 f : (U, g) → (f(U), h) 为等距同构. 等距嵌入是指黎曼流形之间的嵌入映射
f : (M, g)→ (N,h) ，使得 g = f∗h ．1957 年左右，Nash 证明了任何（完备）黎曼流
形均可等距嵌入到高维欧氏空间中
黎曼流形 (M, g) 到自身的等距同构称为自同构，自同构的全体组成的集合在复合运

算下形成的群称为等距自同构群，记为 I(M, g) ，Myers 和 Steenrod 在 1939 年证明这
是一个 Lie 群，它可自然地作用在 M 上
定义 3.1.2(Killing 场). 设 X 为黎曼流形 (M, g) 上的向量场，如果 X 生成的无穷小

变换均为等距同构，则称 X 为 (M, g) 的 Killing 向量场
由 Lie 导数的定义可知，X 为 Killing 向量场当且仅当 LXg = 0 . 这等价于说对任

意向量场 Y , Z. 有

X〈Y, Z〉 = 〈[X,Y ], Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉,

其中 g = 〈, 〉
例 3.1.4. 欧氏空间的等距同构
在 Rn 上取标准度量. 则如下映射均为等距同构

φ : Rn → Rn, φ(x) = Ax+ b,

其中 A ∈ O(n) 为正交矩阵，b ∈ Rn

——————————————————————
例 3.1.5. 复选空间上的度量
设 f : M → N 为微分流形之间的复选映射，h 为 N 上的黎曼度量，则 g = f∗h 口

为 M 上的黎曼度量，此时 f : (M, g)→ (N,h) 为局部等距同构
例 3.1.6. 商空间上的度量，
设 (M, g) 为黎曼流形，G 为 I(M, g) 中的离散子群. 如果 G 在 M 上的作用是自由

的，则商空间

M/G = {G · x | x ∈M}

具有微分流形的结构，且 M 上的黎曼度量可“降”到 M/G 上, 即 M/G 上存在黎
曼度量 h ，使得 g = π∗h ，其中 π :M →M/G 为商投影，这是一个复选映射
作为例子，考虑欧氏空间 (Rn, g0) . Rn 中的平移都是等距自同构．作为加群 Rn 的

离散子群也是等距自同构群的离散子群，如果 {v1, · · · , vn} 为 Rn 中线性无关的 n 个向
量，考虑离散子群
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Λ = {
n∑
i=1

mivi | mi ∈ Z},

A 作用在 Rn 上都是平移. 在 Rn 中定义等价关系如下
x ∼ y 当且仅当存在 mi ∈ Z 使得 z-=m
于是商空间 Rn/Λ = {[x] | x ∈ Rn}上存在黎曼度量 h，使得商投影 π : Rn → Rn/Λ

口为局部等距同构. 商空间 Rn/Λ 为紧致黎曼流形，通常称为黎曼环面
例 3.1.7. 双曲模型的等价性，
考虑 Poincaré 圆盘 D = {z ∈ C | |z| < 1}, 其中 z = x + iy 为复坐标，D 上的黎曼

度量为

g−1 =
4

[1− |z|2]2
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy).

我们还有上半平面 H = {z ∈ C |Imz > 0}, H 上的黎曼度量为

h−1 =
1

(Imz)2 (dx⊗ dx+ dy ⊗ dy).

考虑全纯映射

φ : H→ D, φ(z) =
z − i
z + i

,

则

φ′(z) =
2i

(z + i)2
, 1− |φ(z)|2 =

4Imz
|z + i|2

,

——————————————————————
因此

φ∗g−1 =
4

[1− |φ(z)|]2
|φ′(z)|2(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) = 1

(Imz)2 (dx⊗ dx+ dy ⊗ dy),

这说明 φ 是一个等距同构
类似的计算表明，当 θ ∈ R z0 ∈ D 时，分式线性变换

φ : D→ D, φ(z) = eiθ
z − z0
1− z̄0z

是 (D, g−1) 的等距自同构；当 a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1 时，分式线性变换

φ : H→ H, φ(z) =
az + b

cz + d

是 (H, h−1) 的等距自同构
定义 3.1.3(曲线的长度). 设 σ : [a, b] → M 为黎曼流形 (M, g) 上的 C1 曲线，定义
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其长度 L(σ) 为

L(σ) =

∫ b

a

‖σ̇(t)‖dt,

其中 ‖σ̇(t)‖ = (g(σ̇(t), σ̇(t)))1/2 是切向量 σ̇(t) 的长度
注.(1) 曲线的长度与重新参数化无关；(2) 对于分段 C1 的曲线，可以同样地定义其

长度；(3) 曲线的长度在等距变换下不变，即如果 f :M → N 为等距同构，则

L(f(σ)) = L(σ).

利用曲线的长度，我们可以在黎曼流形上定义一个距离，使之成为距离（度量空间.
定义 3.1.4（距离). 设 p, q ∈M , M 为连通黎曼流形. 令

d(p, q) = inf
σ
L(σ),

称为 p, q 之间的距离，其中下确界是对所有连接 p, q 的连续分段 C1 曲线取的
下列性质是显然的
·d(p, q) ⩾ 0, ∀ p, q ∈M ;

d(p, q) = d(q, p), ∀ p, q ∈M ;

d(p, q) ⩽ d(p, r) + d(r, q), ∀ p, q, r ∈M.

下面的引理表明 (M,d) 的确是一个度量空间
引理 3.1.1. 当 p 6= q 时，d(p, q) > 0

——————————————————————
83.1 度量回顾
证明. 取 p 附近的局部坐标系 {x1, · · · , xn} ，使得 xi(p) = 0 (1 ⩽ i ⩽ n) 且

q /∈ {(x1)2 + · · ·+ (xn)2 ⩽ δ} = U.

在 U 上 M 的黎曼度量 g 可写为

g =

n∑
i,j=1

gij(x)dx
i ⊗ dxj .

令

g0 =

n∑
i,j=1

δijdx
i ⊗ dxj =

n∑
i=1

dxi ⊗ dxi,

根据黎曼度量的正定性和连续性可知，存在正数 λ, µ, 使得
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λ2g0 ⩽ g ⩽ µ2g0.

因此，对于 U 中的曲线 σ, 在 g 和 g0 下，其长度满足关系

λLg0(σ) ⩽ Lg(σ) ⩽ µLg0(σ).

特别地，当 x, y ∈ U 时，取 ξ(t) = x+ t(y − x), 则

d(x, y) ⩽ Lg(ξ) ⩽ µLg0(ξ) = µ[

n∑
i=1

(xi − yi)2]1/2.

另一方面，如果 σ : [a, b]→ U 为连接 x, y 的分段 C1 曲线，则

Lg0(σ) =

∫ b

a

[

n∑
i=1

(σ̇i(t))2]1/2dt

⩾
∫ b

a

[

n∑
i=1

(σi(t))2]−1/2
n∑
i=1

σi(t)σ̇i(t)dt

=

∫ b

a

(
[

n∑
i=1

(σi(t))2]1/2

)′

dt

= [

n∑
i=1

(yi)2]1/2 − [

n∑
i=1

(xi)2]1/2

特别地，如果 γ : [0, 1]→M 是连接 p, q 的曲线，则存在 t0, 使得 γ(t0) ∈ ∂U , 此时
由 (3.2) 得

Lg(γ) ⩾ λLg0(γ|[0,t0]) ⩾ λδ,

即 d(p, q) ⩾ λδ > 0

推论 3.1.2. (M,d) 为度量空间
——————————————————————
注.(1）从引理的证明可以看出，作为度量空间，(M,d) 的拓扑和微分流形的拓扑是

一致的：
(2) 从引理的证明还可以看出，(Rn, g0) 中，连接任意两点的长度最短曲线一定是直

线段
设 p ∈ M , r > 0 r > 0 r > 0 记 Br(p) = {q ∈ M | d(p, q) < r}, ，称为以 p 为中心，

以 T 为半径的测地球；记 Sr(p) = {q ∈M | d(p, q) = r}, 称为测地球面
例 3.1.8. 双曲模型中的距离
先看 Poincare圆盘模型设 z1, z2 ∈ D，取等距同构 φ(z) = eiθ z−z11−z̄1z ，使得 φ(z1) = 0

，φ(z2) ∈ R ∩ D . 如果 σ : [0, 1] → D 是连接 φ(z1) = 0 和 φ(z2) 的曲线，记 σ(t) =

(x(t), y(t)) 则
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L(σ) =

∫ 1

0

2

1− x2(t)− y2(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt

⩾
∫ 1

0

2|x′(t)|
1− x2(t)

dt ⩾
∣∣∣ ∫ 1

0

2x′(t)

1− x2(t)
dt
∣∣∣

=

∣∣∣∣ln 1 + φ(z2)

1− φ(z2)

∣∣∣∣ = ln 1 + |φ(z2)|
1− |φ(z2)|

= ln |1− z̄1z2|+ |z1 − z2|
|1− z̄1z2| − |z1 − z2|

.

等号成立当且仅当 σ 是连接 φ(z1) = 0 和 φ(z2) ∈ R 的直线段. 因此

d(z1, z2) = d(φ(z1), φ(z2)) = ln |1− z̄1z2|+ |z1 − z2|
|1− z̄1z2| − |z1 − z2|

.

这就得到了 (D, g−1) 的距离，也称为双曲距离，
如果 γ 为黎曼流形 (M, g) 中的曲线，且 d(γ(t1), γ(t2)) = L(γ|[t1,t2]) 对定义域中任

意 t1 < t2 成立，则称 σ 为一条最短测地线. 显然，在等距同构下，最短测地线仍然变
为最短测地线
从以上计算可以看出，经过圆心的直线段均为 (D, g−1) 的最短测地线. 因为分式线

性变换将直线变为直线或圆弧，同时分式线性变换是保角的，因此，那些在端点处和单
位圆周 S1 = ∂D 正交的圆弧 (包括直线）都是 (D, g−1) 的最短测地线，并且这也是所
有可能的最短测地线
黎曼度量的概念可以推广到一般的向量丛上. 设 E 为 M 上的一个向量丛，如果张

量丛 ⊗0,2E = E∗ ⊗ E∗ 的一个截面 g 满足正定对称性，则称为 E 的一个黎曼度量. 即
对每一点 p ∈M ，gp 是纤维 Ep 中的内积. 象切丛上的黎曼度量一样，利用单位分解可
以得到向量丛上黎曼度量的存在性
在M 的切丛上给定黎曼度量 g ，我们可以将这个度量定义到其它的张量丛 ⊗r,sTM

上. 先看余切丛 T ∗M . 设 {e1, · · · , en} 为切空间 TpM 中的一组标准正交
——————————————————————
83.1 度量回顾
基，即

g(ei, ej) = δij , ∀ i, j ∈ {1, 2, · · · , n}.

这一组基的对偶基记为 {e1, · · · , en}, 即

ei(ej) = δij , ∀ i, j ∈ {1, 2, · · · , n}.

我们规定 {e1, · · · , en} 是 T ∗
pM 的标准正交基，这样就在余切空间 T ∗

pM 中定义了
一个内积，称为诱导内积，仍记为 g . 在这个内积下，任意两个余切向量 ω, η 的内积为

g(ω, η) =

n∑
i=1

ω(ei)η(ei),
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从这个等式不难看出这个内积不依赖于切空间中标准正交基的选取，
有了切空间和余切空间中的内积，我们可以在张量丛 ⊗r,sTM 上定义内积. 事实上，

只要规定 ⊗r,sTpM 的基

ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs (1 ⩽ ik, jl ⩽ n)

为标准正交基即可
向量丛上的度量限制在子丛上是子丛上的度量，因此，在外形式丛上也有诱导度量
习题 3.1
1. 给出 Sn 上拉回度量在局部坐标下局部表示的详细计算过程
2. 设 (M, g) 上任意两点均可用最短测地线连接. 如果 φ, ψ 为等距同构，且存在一

点 p ∈M. 使得

φ(p) = ψ(p), φ∗p = ψ∗p,

证明 φ = ψ

3. 利用上题说明，(Rn, g0) 的等距同构均形如 φ(x) = Ax+ b, 其中 A ∈ O(n) b ∈ Rn

4. 证明 (S′n, g1) 的等距同构群为 O(n+ 1)

5. 证明，双曲空间中的测地球也是欧氏空间中的标准球，并计算其球心位置
6. 求双曲空间的等距同构群
7. 证明余切空间中的诱导内积不依赖于切空间中标准正交基的选取
——————————————————————
§3.2 联络
在前一章，我们考虑了流形上的两种求导运算，一是 Lie 导数，二是外微分. 前者作

用对象为张量场，后者作用对象为微分形式，这两种运算之间有紧密的联系一个自然的
问题就是如何将这些求导运算作用于一般向量丛的截面上. 例如，给定流形的一个切向，
对于函数我们可以求方向导数. 函数的一般推广为向量丛的截面对于截面应该如何求方
向导数？为了解决这一问题，人们提出了联络的概念，联络可以看成是求导的一种手段
设 E 为流形 M 上的向量丛，为了方便起见，E 上光滑截面的全体记为 Γ(E) 例如，

M 上光滑向量场的全体可记为 Γ(TM) ，它等价于 C◦◦(M ;TM)

定义 3.2.1(联络). 满足以下条件的算子 ∇ : Γ(TM) × Γ(E) → Γ(E) 称为向量丛 E

上的一个联络：

∇fX+gY s = f∇Xs+ g∇Y s, ∀X,Y ∈ Γ(TM), f, g ∈ C∞(M), s ∈ Γ(E);

(i) ∇X(s1 + s2) = ∇Xs1 +∇Xs2, ∀ X ∈ Γ(TM), s1, s2 ∈ Γ(E);

∇X(fs) = (Xf)s+ f∇Xs, ∀X ∈ Γ(TM), f ∈ C∞(M), s ∈ Γ(E).

作为一种求导方式的推广，联络具有和方向导数类似的性质：
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·由于联络关于 X 是函数线性的，因此，给定切向量 Xp ∈ TpM 以及截面 s ，可
以定义方向导数 ∇Xps ∈ Ep . 事实上，将 Xp 延拓为光滑向量场 X ，并令

∇Xps = ∇Xs
∣∣∣
p
∈ Ep

即可，读者可验证上式与向量场的延拓方式无关
·虽然联络关于截面 s 不是函数线性的，但根据定义的条件易见，∇Xs 在 p 处的值

只与 s 在 p 附近的值有关，因此联络可作用于局部截面上. 更准确地说如果 σ 为 M 上
的光滑曲线，截面 s1 和 s2 限制在 σ 上完全相同，则

∇σ̇s1 = ∇σ̇s2.

·设 λ, µ 为函数，∇1,∇2 为 E 上的两个联络．如果 λ + µ = 1 ，则线性组合
λ∇1 + µ∇2 也是 E 上的联络. 这个结论也可以推广至有限个联络的情形
下面我们研究向量丛上联络的存在性，先看平凡丛的情形
例 3.2.1. 平凡丛 E =M × Rk 上的联络
——————————————————————
3.2��
平凡丛上的截面 s可以看成M 上的向量值函数 s = (f1, · · · , fk)，其中 fi (1 ⩽ i ⩽ k)

为 M 上的函数. 如果 X 为 M 上的向量场，则令

∇Xs = (Xf1, · · · , Xfk),

容易验证这样定义的算子 ∇ 的确是 E 上的一个联络
因为向量从均可局部平凡化，因此，作用于局部截面的联络总是可以定义的利用单

位分解以及联络的上述性质，我们就可以在向量从上构造整体的联络了，事实上向量丛
上的联络是十分主富的我们往往要根据向量从的其它儿何结构来取适当的联络
设 σ : [a, b] → M 为 M 上的光滑曲线，σ(a) = p ，σ(b) = q 给定 E 上的联络 ∇ ，

我们可以定义沿曲线 σ 的一个平移算子，
命题 3.2.1. 给定向量 v ∈ Ep ，存在惟一的沿 σ 的截面 s ，使得 s(a) = v ，且

∇σ̇s ≡ 0

证明. 不妨设 σ 含于 E 的一个平凡化坐标邻域 U 内，设
{
si

}k
i=1
为 U 上向量丛 E

的局部标架场（即局部截面，且在每一点处均为纤维的一组基). 沿 σ 的截面可以表示为

s =

k∑
i=1

fi(t)si.

条件 ∇σ̇s ≡ 0 等价于

dfi
dt
si + fi(t)∇σ̇si = 0,

这是关于 fi(t) 的一阶线性常微分方程组，在初始条件 s(a) = v 下它有惟一的解. 口
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满足条件 ∇σ̇s ≡ 0 的截面 s 称为沿 σ 平行的截面. 现在我们可以定义平移算子 Pσ :

Ep → Eq 了：令 Pσ(v) = s(b) ∈ Eq, 其中 s 是初值为 v 的沿 σ 平行的截面显然，Pσ 是
线性算子，由平行截面的惟一性可知 Pσ 为单射，因此它实际上总是续性同构
以下我们转而研究切丛上的联络，我们将 TM 上的联络称为流形 M 上的仿射联路

加同在本节开头所说过的邦接仿射联路提供广尚量场的一地求导在式，仅如此，即使对
于函数的求导，联络的存在也是有益的. 例如，设 f 为光滑函数. 给定 p 处两个切向量
v, w ，如何先后沿 v, w 方向对 f 在 p 处求导？一个自然的想法是，首先延拓 v, w 为
M 上的光滑向量场 X,Y ，然后考虑导数 Y (Xf) . 不过，这样定义的导数依赖于 X,Y

的选取. 有了联络，我们可以定义二阶导数 ∇2f(v, w) 如下：

∇2f(v, w) = [Y (Xf)−∇YXf ]
∣∣∣
p
.

下面的命题说明这个定义是恰当的
——————————————————————
第三章流形的几何
命题 3.2.2. 设 ∇ 为 M 上的仿射联络，f 为光滑函数，则 ∇2f 为 M 上的二阶协变

张量场，
证明. 只要说明 ∇2f 关于 X,Y 是函数线性的即可. 关于 Y 的函数线性性是显然的，

以下验证关于 X 的函数线性性. 设 ϕ 为光滑函数，则

Y (ϕXf)−∇Y (ϕX)f = (Y ϕ)Xf + ϕ · Y (Xf)− [(Y ϕ)Xf + ϕ∇YXf ]

= ϕ[Y (Xf)−∇YXf ],

因此 ∇2f 关于 Y 是函数线性的
二阶协变张量场 ∇2f 称为函数 f 在仿射联络 ∇ 下的 Hessian. 我们知道，欧氏空间

中，函数的 Hessian 矩阵是对称的. 对于仿射联络，如果要求函数的 Hessial 具有对称
性，则必须有等式

X(Y f)−∇XY f = Y (Xf)−∇YXf

成立，即

(∇XY −∇YX − [X,Y ])f = 0.

命题 3.2.3. 设 ∇ 为 M 上的仿射联络，则 T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] 定义了
M 上的一个张量场，称为 ∇ 的挠率张量
证明，显然，T 关于 X,Y 具有反称性. 以下说明 T 关于 X 的函数线性性. 设 ϕ 为

光滑函数，则
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T (ϕX, Y ) = ∇ϕXY −∇Y (ϕX)− [ϕX, Y ]

= ϕ∇XY − (Y ϕ)X − ϕ∇YX − ϕ[X,Y ] + (Y ϕ)X

= ϕT (X,Y ).

因此 T 是场张量 (张量场)
如果挠率张量 T = 0 ，则称仿射联络 ∇ 是无挠的或对称的. 对于无挠的仿射联

络，函数 f 的 Hessian 是对称的二阶协变张量场. 设 {xi}ni=1 为 M 的局部坐标系则
{ ∂
∂xi }ni=1 为局部基向量场. 如果 ∇ 为仿射联络，则记

∇ ∂
∂x4

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
,

其中 Γkij 是局部函数，称为仿射联络的 Christoffel 系数. 此时，挠率张量可计算如下

T (
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = (Γkij − Γkji)

∂

∂xk
.

由此可见，∇ 为无挠联络当且仅当 Γkij 关于指标 i, j 是对称的
——————————————————————
3.2��
例 3.2.2. 欧氏空间上的仿射联络和平移
设 X = (a1, · · · , an) ，Y = (b1, · · · , bn) 为 Rn 上的光滑向量场，定义

∇XY = (Xb1, · · · , Xbn),

则 ∇ 为 Rn 上的仿射联络. 在标准的直角坐标下，这个联络的 Christoffel 系数恒为
零. 事实上，记 {ei}ni=1 为标准基向量场，其中 ei 是第 i 个分量为 1，其它分量为零的
常值向量场，则 ∇Xei = 0 ，特别地，这个仿射联络是无挠的
如果 σ 为 Rn 中的光滑曲线，Y = (b1, · · · , bn) 为沿 σ 的平行向量场，则

0 = ∇σ̇Y = (b′1(t), · · · , b′n(t)),

即 bi 沿 σ 是常值的. 这说明，这个仿射联络所定义的平移和欧氏空间作为向量空口
间的平移是一致的
设 σ 为流形 M 上的光滑曲线，则 σ̇ 是沿着 σ 的向量场，如果它沿 σ 自身平行则

称 σ 为仿射联络的测地线. 在局部坐标 {xi} 中，σ 可表示为 σ = (x1(t), · · · , xn(t)) 从
而 σ̇ = ẋi(t) ∂

∂xi ，条件 ∇σ̇σ̇ = 0 可写为

ẍk(t) + xi(t)xj(t)Γkij = 0, ∀ 1 ⩽ k ⩽ n.

这是二阶常微分方程组（但一般不是线性的），如果给定初值

σ(a) = p ∈M, σ̇(a) = Xp ∈ TpM,
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则其解在局部上是存在且惟一的，显然，对于欧氏空间来说，测地线方程的解均为
直线
欧民空间中的平移还有一条性质，即平移算子保持欧民空间的内积. 如果流形 M

具有黎曼度量 g = 〈, 〉 ，则一个仿射联络所定义的平移在什么情况下是保持内积的
呢？这是由所谓的相容性条件所保证的. 设 ∇ 为 M 上的仿射联络，如果对任意向量场
X,Y, Z ∈ Γ(TM) ，均有

Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉,

则称 ∇ 与黎曼度量 g 相容
设 ∇ 与 g 相容. 如果 X,Y 为沿曲线 σ 平行的向量场，则

d

dt
〈X,Y 〉 = 〈∇σ̇X,Y 〉+ 〈X,∇σ̇Y 〉 = 0,

从而 X,Y 的内积沿 σ 保持不变，这说明沿 σ 的平移是切空间之间的等距变换
下面的定理是黎曼几何学的基本定理，它说明与 M 上给定的黎曼度量相容的对称

仿射联络是惟一存在的，这个联络称为 Levi-Civita 联络
——————————————————————
定理 3.2.4. 设 (M, g) 为黎曼流形，则满足下面条件的仿射联络 ∇ 是存在且惟一的：

Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉, ∀X,Y, Z ∈ Γ(TM);

)∇XY −∇YX = [X,Y ], ∀X,Y ∈ Γ(TM).

证明. 先说明惟一性. 首先，根据条件 (i) 得

Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,

Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇YX〉.

然后，利用度量和联络的对称性得

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉

= 〈∇XY +∇YX,Z〉+ 〈Y,∇XZ −∇ZX〉+ 〈X,∇Y Z −∇ZY 〉

= 2〈∇XY, Z〉 − 〈[X,Y ], Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈X, [Y, Z]〉,

由此可知满足条件 (i) 和 (i) 的联络是惟一的
反之，我们可利用上式定义 ∇XY ，并且可验证 ∇ 是满足所有条件的联络．在局部

坐标系 {xi} 中，黎曼度量 g 可表示为

g = gijdx
i ⊗ dxj ,

其中 gij = 〈 ∂∂x ,
∂
∂x′ 〉. 以 X = ∂

∂xi ，Y = ∂
∂x3 ，Z = ∂

∂xl 代入上述定理证明的等式
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中，得

2Γmij · gml =
∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

,

由此得到 Levi-Civita 联络的 Christoffel 系数在局部坐标下的表达式

Γkij =
1

2
gkl(

∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

),

其中，gkl 表示 (gij)n×n 的逆矩阵在 (k, l) 位置的元素
例 3.2.3. (Sn, g1) 的联络和测地线
记 ∇̄ 为欧氏空间 Rn+1 上的联络 (前面定义过). 如果 X,Y 为 Sn 上的光滑向量场，

则 ∇̄XY 仍然有意义，将它向 Sn 的切空间作投影，记为 ∇XY , 则

∇XY = ∇̄XY − 〈∇̄XY, x⃗〉x⃗,

其中 x⃗ ∈ Rn+1 为 Sn 的位置向量 (单位外法向量场) 下面说明 ∇ 是限制度量 g1 的
Levi-Civita 联络

——————————————————————
3.2��
先说明 ∇ 为仿射联络. 联络定义中的 (i).(ii) 是显然满足的.(ii)：给定 Sn 上的光滑

函数 f , 有

∇X(fY ) = ∇X(fY )− 〈∇X(fY ), x⃗〉x⃗

= (Xf)Y + f∇̄XY − 〈(Xf)Y + f∇̄XY, x⃗〉x⃗

= (Xf)Y + f∇̄XY − f〈∇̄XY, x⃗〉x⃗

= (Xf)Y + f∇XY,

其中我们用到切向量场 Y 与法向量场 x⃗ 之间的正交性
其次，∇ 是无挠的

∇XY −∇YX = ∇̄XY − ∇̄YX − 〈∇̄XY − ∇̄YX, x⃗〉x⃗

= [X,Y ]− 〈[X,Y ], x⃗〉x⃗

=
[
X,Y

]
,

其中我们用到切向量场 [X,Y ] 与法向量场 x⃗ 之间的正交性，
最后，∇ 与限制度量相容：设 X,Y, Z 均为 Sn 上的光滑向量场，则

Z〈X,Y 〉 = 〈∇̄ZX,Y 〉+ 〈X, ∇̄ZY 〉

= 〈∇̄ZX − 〈∇̄ZX, x⃗〉x⃗, Y 〉+ 〈X, ∇̄ZY − 〈∇̄ZY, x⃗〉x⃗〉

= 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉.

设 σ 为 Sn 上以弧长为参数的测地线，则
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0 = ∇σ̇σ̇ = ∇σ̇σ̇ − 〈∇σ̇σ̇, σ〉σ = σ̈ − 〈σ̈, σ〉σ,

其中，

〈σ̈, σ〉 = 〈σ̇, σ〉′ − 〈σ̇, σ̇〉 = −1,

因此，测的线方程成为

σ̈ = −σ,

其解形如

σ(t) = σ(0) cos t+ σ̇(0) sin t,

也就是说测地线均为球面大圆 (或大圆的一部分)
以上关于 Sn 的讨论可以推广到一般的子流形上. 设 (M, g) 为黎曼流形，N 为 M

的子流形，i : N →M 为包含映射，g 在 N 上的限制 i∗g 成为 N 上的黎曼度量我们将
(N, i∗g) 称为 (M, g) 的黎曼子流形. 如果 ∇ 为 (M, g) 的 Levi-Civita 联络定义

∇XY = (∇̄XY )⊤, ∀X,Y ∈ Γ(TN),

——————————————————————
其中 T : TM → TN 是正交投影. 这样定义的算子 ∇ 是 (N, i∗g) 的 Levi-Civita 联

络
如前所述，仿射联络给出了向量场的一种求导方式，我们可以将这种求导方式推广

至所有的张量场上. 先看一些特例. 设 X 为 M 上的光滑向量场
(1) 如果 f 为光滑函数，则令 ∇Xf = Xf , 这也就是方向导数
(2）如果 ω 为 1 形式，定义 ∇Xω 如下：任给光滑向量场 Y 令

∇Xω(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY ),

上式关于向量场 Y 是函数线性的，因此 ∇Xω 为 1 形式. 算子 ∇ 是 1 形式丛上的一
个联络
按照以上定义，在局部坐标 {xi} 下，我们有

∇X(dxj)(
∂

∂xk
) = −dxj(∇X

∂

∂xk
),

特别地，当 X = ∂
∂xi 时，有

∇ ∂

∂xi
(dxj)(

∂

∂xk
) = −dxj(Γlik

∂

∂xl
) = −Γjik,

这说明
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∇ ∂
∂x1

(dxj) = −Γjikdx
k.

(3) 如果 Y ⊗ ω 为 (1,1) 型的张量场，则令

∇X(Y ⊗ ω) = (∇XY )⊗ ω + Y ⊗ (∇Xω),

这样就将联络定义到了 (1,1) 型的张量丛上
一般地，通过令 ∇X 与张量积运算 8⃝ 可交换，可以将切丛上的联络推广至其它张

量场上. 我们也可以这样定义张量丛上的联络：设 θ 为 (r, s) 型的张量场，任给 1 形式
{ηi}ri=1 以及向量场 {Yj}sj=1. 令

∇Xθ(η1, · · · , ηr;Y1, · · · , Ys) = X(θ(η1, · · · , ηr;Y1, · · · , Ys))

−
r∑
i=1

θ(η1, · · · , ηi−1,∇Xηi, ηi+1, · · · ηr;Y1, · · · , Ys)

−
s∑
j=1

θ(η1, · · · , ηr;Y1, · · · , Yj−1,∇XYj , Yj+1, · · · , Ys),

这样定义的 ∇Xθ 是 (r, s) 型的场张量 (张量场)，称为 θ 关于 X 的协变导数. 如果
此协变导数为零，则称 θ 关于 X 平行. 如果 ∇ 为 Levi-Civita 联络，g 为黎曼度量则按
照以上定义，任给向量场 Y, Z, 有

∇Xg(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) = 0,

——————————————————————
3.2��
即在 Levi-Civita 联络下，黎曼度量总是平行的.
直接的验算表明，∇ 是 (r, s) 型张量丛上的联络. 这个联络具有以下性质
. ∇X 与张量积运算 8⃝ 可交换，即

∇X(θ ⊗ η) = (∇Xθ)⊗ η + θ ⊗∇Xη,

其中 θ, η 均为张量场. 我们验证一个特殊情形，一般的情形留作练习. 设 Y 为向量
场，ω 为 1 形式. 则任给 1 形式 η 和向量场 Z, 有
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∇X(Y ⊗ ω)(η, Z) = X(η(Y ) · ω(Z))−∇Xη(Y ) · ω(Z)− η(Y ) · ω(∇XZ)

= X(η(Y )) · ω(Z) + η(Y ) ·X(ω(Z))−X(η(Y )) · ω(Z)

+ η(∇XY ) · ω(Z)− η(Y ) · ω(∇XZ)

= η(∇XY ) · ω(Z) + η(Y ) · [X(ω(Z))− ω(∇XZ)]

= [(∇XY )⊗ ω + Y ⊗ (∇Xω)](η, Z),

这说明协变求导和张量积可交换
·∇X 与外积运算可交换，即

∇X(α ∧ β) = (∇Xα) ∧ η + α ∧∇Xβ,

其中 α, β 均为微分形式. 这可由上一条以及外积运算的定义推出
·∇X 与缩并运算可交换. 记 Cji 为逆变指标 i 和协变指标 j 之间的缩并算子，它

将 (r, s) 型的张量缩并为 (r − 1, s − 1) 型的张量. 于是有 ∇X ◦ Cij = Cij ◦ ∇X 我们
仍以一个特例加以说明. 设 Y, Z 为向量场，ω, η 为 1 形式. 则 θ = Y ⊗ Z ⊗ ω ⊗ η 为
(2,2) 型的张量场，将其第二个逆变指标和第一个协变指标作缩并，得 (1,1) 型张量场
C2

1 (θ) = ω(Z) · Y ⊗ η 、计算协变导数如下

∇X ◦ C2
1 (θ) = X(ω(Z)) · Y ⊗ η + ω(Z) · ∇XY ⊗ η + ω(Z) · Y ⊗∇Xη.

另一方面，先求协变导数再作缩并：

C2
1 ◦ ∇X(θ) = ω(Z) · ∇XY ⊗ η + ω(∇XZ) · Y ⊗ η

+∇Xω(Z) · Y ⊗ η + ω(Z) · Y ⊗∇Xη

= ω(Z) · ∇XY ⊗ η +X(ω(Z)) · Y ⊗ η + ω(Z) · Y ⊗∇Xη,

因此所得两个结果是一致的
——————————————————————
进一步，由于协变求导算子 ∇X 关于 X 函数线性，因此我们可以象对函数求全微

分那样，对张量场求一种全微分．具体来说，设 θ 为 (r, s) 型张量场，定义 (r, s+1) 型
的张量场 ∇θ 如下：任给 1 形式 {ηi}ri=1 以及向量场 {Yj}sj=1 , X ，令

∇θ(η1, · · · , ηr;Y1, · · · , Ys, X) = ∇Xθ(η1, · · · , ηr;Y1, · · · , Ys),

这样定义的 ∇θ 是 (r, s+ 1) 型的场张量 (张量场)，称为 θ 的协变微分. 协变微分为
零的张量场称为平行张量场. 例如，在 Levi-Civita 联络下，黎曼度量就是平行的
在局部坐标系 {xi} 中，设 (r, s) 型张量 θ 表示为

θ = θi1···irj1···js
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,
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其协变微分记为

∇θ = θi1···irj1···js,k
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ⊗ dxk,

其中，协变微分的系数计算如下：

θi1···iTj1···js,k = ∇ ∂

∂xk
θ(dxi1 , · · · , dxir ; ∂

∂xj1
, · · · , ∂

∂xjs
)

=
∂θi1···irj1···js
∂xk

−
r∑
p=1

θ(dxi1 , · · · ,∇ ∂

∂xk
dxip , · · · , dxir ; ∂

∂xj1
, · · · , ∂

∂xjs
)

−
s∑
q=1

θ(dxi1 , · · · , dxir ; ∂

∂xj1
, · · · ,∇ ∂

∂xk

∂

∂xjq
, · · · , ∂

∂xjq
)

=
∂θi1···irj1···js
∂xk

+

r∑
p=1

θ
i1···ip−1 h ip+1···ir
j1···js Γ

ip
kh −

s∑
q=1

θi1···irj1···jq−1 h jq+1···jsΓ
h
k jq .

由上式可清楚地看到. 协变导数和通常的偏导数之间的差别体现在 Christoffel 系数
的引入上
如果 f 为函数，则由定义易见 ∇f = df ，协变微分也就是外微分（注意，以前我们

曾用记号 ∇f 表示 f 的梯度场). 于是，∇2f = ∇(∇f) 为 2 阶协变张量场，按定义计算
如下：

∇2f(X,Y ) = ∇Y (df)(X)

= Y (df(X))− df(∇YX)

= Y (Xf)−∇YXf,

其中 X,Y 为任意向量场. 这样，∇2f 就和前面定义的 Hessian 是一致的
以下再考虑协变导数的一些应用
例 3.2.4. 散度算子 div
——————————————————————
53.2 联络
设 (M, g) 为黎曼流形，∇ 为 Levi-Civita 联络. 如果 θ 为 M 上的 (r, s) 型张量场，

则 ∇θ 为 (r, s + 1) 型的张量场. 将它的第 r 个逆变指标和第 s + 1 个协变指标作缩并，
得到的 (r − 1, s) 型张量场称为 θ 的散度，记为 dim θ

如果 X 为向量场，则其散度可表示为

divX = 〈∇eiX, ei〉,

其中，{ei} 为 TM 的一组局部标准正交基. 当 M 可定向时，我们曾用 Lie 导数定
义过散度：

LXΩ = (divX)Ω,

135



其中 Ω 为体积形式. 为了说明这两个定义的一致性，先作一些准备工作
首先，当 {ei} 为标准正交基时，有

0 = ei〈ej , ej〉 = 2〈∇eiej , ej〉,

因此，当 i 6= j 时，[ei, ej ] 的 ei, ej 分量形如

[ei, ej ] = ∇eiej −∇ejei
= −〈ej ,∇eiei〉ei + 〈ei,∇ejej〉ej + · · · .

于是

divX = LXΩ(e1, · · · , en) = d(iXΩ)(e1, · · · , en)

=

n∑
i=1

(−1)i−1eiΩ(X, e1, · · · , êi, · · · , en)

+
∑
i<j

(−1)i+jΩ(X, [ei, ej ], e1, · · · , êi, · · · , êj , · · · , en)

=

n∑
i=1

ei〈X, ei〉+
∑
i<j

[−〈X, ej〉〈ej ,∇eiei〉 − 〈X, ei〉〈ei,∇ejej〉]

= ei〈X, ei〉 − 〈X,∇eiei〉

= 〈∇eiX, ei〉.

即向量场散度的两个定义是一致的
有了散度算子，我们可以引入重要的 Laplace 算子 ∆ 设 f 为光滑函数，其梯度场记

为 gradf. 定义

∆f = dim(gradf),

如果 ∆f = 0 ，则称 f 为 M 上的调和函数
为了求出 Laplace 算子的局部表示，我们先引 l 入迹（trace）的概念
——————————————————————
定义 3.2.2(trace). 设 S 为二阶对称协变张量场，其迹 trS 是 M 上的函数定义为

trS =

n∑
i=1

S(ei, ei),

其中 {ei} 为标准正交基，
容易看出，trS 的定义不依赖于标准正交基的选取，一般地，我们可以对张量场的任

意两个协变指标求 trace
命题 3.2.5. 对于光滑函数，成立

∆f = tr∇2f.
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证明. 按照定义，有

∆f = 〈∇eigradf, ei〉

= ei〈gradf, ei〉 − 〈gradf,∇eiei〉

= ei(eif)−∇eieif

= ∇2f(ei, ei) = tr∇2f,

命题得证
设 {xi} 为 M 的局部坐标系. 标准正交基 {ei} 可表示为 ei = bji

∂
∂x3 , 其中

δkl = 〈ek, el〉 = bikb
j
l 〈

∂

∂xi
,
∂

∂xj
〉 = bikb

j
l gij ,

这说明

gij = bikb
j
k.

有了上式，我们可以在局部坐标系中表示 trS
命题 3.2.6. 设 S 为二阶对称协变张量场，则

trS = gij · S( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
).

证明. 按照定义，有

trs = S(ek, ek) = S(bik
∂

∂xi
, bjk

∂

∂xj
)

= bikb
j
k · S(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= gij · S( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
),

命题得证.
——————————————————————
83.2 联络
特别地. 在局部坐标系中.Laplace 算子可以写为

∆f = gij · ∇2f(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
).

利用上式可以继续得到下面的公式
命题 3.2.7. 记 G = det(gij) ，则

∆f =
1√
G

∂

∂xk
(gik
√
G
∂f

∂xi
).

证明. 先做一些计算：
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gijΓkji =
1

2
gijgkl(

∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gji
∂xl

)

=
1

2
gij(gkl

∂glj
∂xi

) +
1

2
gij(gkl

∂gli
∂xj

)− 1

2
gkl(gij

∂gji
∂xl

)

= −1

2
gij(

∂gkl

∂xi
glj)−

1

2
gij(

∂gkl

∂xj
gli)−

1

2
gklG−1 ∂G

∂xl

= −∂g
ki

∂xi
− 1

2
gklG−1 ∂G

∂xl
.

于是有

∆f = gij · ∇2f(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= gij [
∂

∂xj
(
∂f

∂xi
)−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
f ]

= gij
∂

∂xj
(
∂f

∂xi
)− gijΓkji

∂f

∂xk

= gij
∂

∂xj
(
∂f

∂xi
) +

∂gki

∂xi
∂f

∂xk
+

1

2
gklG−1 ∂G

∂xl
∂f

∂xk

=
1√
G

∂

∂xk
(gik
√
G
∂f

∂xi
),

命题得证.
习题 3.2
1. 给出联络基本性质的详细证明
2. 用单位分解在向量丛上构造联络，要求按联络的定义加以验证，
3. 证明，对于 Levi-Civita 联络下的测地线，其切向量的长度必为常数
4. 按照联络的定义验证，由 ∇XY = (∇̄XY )⊤ 给出的子流形上的算子的确为 Levi

Civita 联络
——————————————————————
5. 设 ∇ 为无挠的仿射联络，ω 为 r 次微分形式. 则对任意向量场 {Xi}, 成立

dω(X1, · · · , Xr+1) =

r+1∑
i=1

(−1)i−1∇Xi
ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xr+1).

6. 设 (M, g) 为黎曼流形，f 为光滑函数，证明 Lgradfg = 2∇2f

7. 设 ∇ 为 (M, g) 的 Levi-Civita 联络，则 Z 为 Killing 场当且仅当

〈∇XZ, Y 〉+ 〈X,∇Y Z〉 = 0, ∀X,Y ∈ Γ(TM).

§3.3 曲率
设 (M, g) 为黎曼流形，如无特别申明，以下均假设 ∇ 为 Levi-Civita 联络. 我们继

续考虑张量场在联络下的求导. 如果 f 为光滑函数，则由前一节的计算知 ∇2f 为对称
二阶协变张量场. 如果 Z 为向量场，则 ∇2Z 为 (1,2) 型的张量场，它关于两个协变指
标是否对称？我们可以计算如下：设 ω 为 1 形式，X,Y 为向量场，则
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∇2Z(ω,X, Y ) = ∇Y (∇Z)(ω,X)

= Y (∇Z(ω,X))−∇Z(∇Y ω,X)−∇Z(ω,∇YX)

= Y (ω(∇XZ))−∇Y ω(∇XZ)− ω(∇∇YXZ)

= ω(∇Y∇XZ −∇∇YXZ).

如同考虑 ∇2f 的对称性的时候用到挠率张量那样，令

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

则

∇2Z(ω,X, Y )−∇2Z(ω, Y,X) = ω(R(X,Y )Z).

一般来说，R(X,Y )Z （也记为 RXY Z ）不为零，它反映了向量场不同次序求导之
间的差异，从上述计算易见，R(X,Y )Z 关于 X,Y 是函数线性的，下面说明它关于 Z

也是函数线性的，从而定义了一个 (1,3) 型的张量场. 设 ϕ 为光滑函数，则

R(X,Y )(ϕZ) = ∇Y∇XϕZ −∇X∇Y ϕZ +∇[X,Y ]ϕZ

= ∇Y ((Xϕ)Z + ϕ∇XZ)−∇X((Y ϕ)Z + ϕ∇Y Z) + ([X,Y ]ϕ)Z

+ ϕ∇[X,Y ]Z

= (Y Xϕ)Z + (Xϕ)∇Y Z + (Y ϕ)∇XZ + ϕ∇Y∇XZ − (XY ϕ)Z

− (Y ϕ)∇XZ − (Xϕ)∇Y Z − ϕ∇X∇Y Z + ([X,Y ]ϕ)Z + ϕ∇[X,Y ]Z

= ϕ
[
∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z

]
= ϕR(X,Y )Z,

——————————————————————
3.3��
这说明 R(X,Y )Z 关于 Z 是函数线性的. 在局部坐标 {xi} 下，它所定义的 (1,3) 型

张量场 R 可表示为

R = R l
ijk

∂

∂xl
⊗ dxi ⊗ dxj ⊗ dxk,

其中
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Rlijk = dxl(R(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)
∂

∂xk
)

= dxl(∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂x1

∂

∂xk
−∇ ∂

∂x1
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
)

= dxl[∇ ∂

∂xj
(Γmik

∂

∂xm
)−∇ ∂

∂xi
(Γmjk

∂

∂xm
)]

=
∂

∂xj
Γlik −

∂

∂xi
Γljk + ΓmikΓ

l
jm − ΓmjkΓ

l
im.

ALLr′ + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

利用黎曼度量 g ，我们可以将 R 的逆变指标降为协变指标，这样得到的 (0,4) 型张
量场称为曲率张量，仍记为 R ，于是，任给向量场 X X X,Y, Z,W , W W 有

R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉.

在局部坐标 {xi} 下，曲率张量可表示为

R = Rijkldx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl,

其中

Rijkl = R(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
,
∂

∂xk
,
∂

∂xl
).

为了计算系数 Rijkl, 我们首先注意到

〈∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,
∂

∂xl
〉 = Γmjkgml =

1

2
gmlg

mt(
∂gtj
∂xk

+
∂gtk
∂xj

− ∂gjk
∂xt

)

=
1

2
(
∂glj
∂xk

+
∂glk
∂xj

− ∂gjk
∂xl

),

其次有

Rijkl = 〈∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,
∂

∂xl
〉 − 〈∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,
∂

∂xl
〉

=
∂

∂xj
〈∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,
∂

∂xl
〉 − 〈∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,∇ ∂

∂xj

∂

∂xl
〉 − ∂

∂xi
〈∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,
∂

∂xl
〉

− 〈∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,∇ ∂

∂xi

∂

∂xl
〉,

最后得

Rijkl =
1

2
(
∂2gil
∂xj∂xk

+
∂2gjk
∂xi∂xl

− ∂2gik
∂xj∂xl

− ∂2gjl
∂xi∂xk

)

+ grsΓ
r
jkΓ

s
il − grsΓrjlΓsik.

由上式可知. 曲率张量由黎曼度量的二阶导数和一阶导数构成
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曲率张量是黎曼几何中主要的几何不变量，对它的理解和研究是黎曼几何学的中心
任务之一

——————————————————————
第三章流形的几何
例 3.3.1. 欧氏空间 (Rn, g0) 的曲率张量恒为零，这可从（3.11）立即知道
例 3.3.2. 球面 (Sn, g1) 的曲率
我们先看联络. 沿用前一节的记号，以 ∇ 表示 Rn+1 上的联络，x⃗ 为 Sn 的位置向

量. 如果 X,Y 为 Sn 的切向量场，则

∇̄X x⃗ = (X(x1), · · · , X(xn+1)) = X,

从而有

〈∇̄XY, x⃗〉 = X〈Y, x⃗〉 − 〈Y, ∇̄X x⃗〉 = −〈Y,X〉,

这说明 Sn 的联络 ∇ 可表示为

∇XY = ∇̄XY + 〈X,Y 〉x⃗.

利用上式我们来计算二阶求导：

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ + 〈Y,∇XZ〉x⃗

= ∇Y
(
∇XZ +

〈
X,Z

〉
x⃗
)
+X

〈
Y, Z

〉
x⃗−

〈
∇XY, Z

〉
x⃗

= ∇̄Y ∇̄XZ + (Y 〈X,Z〉+X〈Y, Z〉 − 〈∇XY, Z〉)x⃗+ 〈X,Z〉Y,

于是有 (注意 Rn+1 曲率为零）

R(X,Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X,

最后得到 Sn 的曲率张量为

R(X,Y, Z,W ) = 〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈Y, Z〉〈X,W 〉.

对于一般的黎曼流形，其曲率张量可能非常复杂. 不过，从（3.11）式可以观察到以
下等式：

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk, Rijkl = Rklij .

进一步的观察表明

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0.

我们将这些等式总结为
命题 3.3.1. 曲率张量具有以下对称性
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(1)（第一 Bianchi 恒等式）R(X,Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0,

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = −R(X,Y,W,Z);

(3) R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )

——————————————————————
3.3��
证明. 我们只证明（1）. 计算如下

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y

= ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z +∇Z∇YX −∇Y∇ZX

+∇[Y,Z]X +∇X∇ZY −∇Z∇XY +∇[Z,X]Y

= −∇Y
[
Z,X

]
−∇X

[
Y, Z

]
−∇Z

[
X,Y

]
+∇[

X,Y
]Z

+∇[Y,Z]X +∇[Z,X]Y

= −[X, [Y, Z]]− [Y, [Z,X]]− [Z, [X,Y ]] = 0,

最后的等号用到了 Jacobi 恒等式
利用曲率张量的对称性，我们给出重要的截面曲率的概念. 设 Π 为切空间 TpM 的

二维子空间，取它的一组基为 X,Y ，定义 � 的截面曲率为

K(Π) =
R(X,Y,X, Y )

|X ∧ Y |2
,

其中 |X ∧ Y |2 = 〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2 . 我们要说明截面曲率的定义与 � 的基的选
取无关. 设 {Z,W} 为 Π 的另一组基，则存在实数 a, b, c, d d d 使得

Z = aX + bY, W = cX + dY, ad− bc 6= 0.

此时，直接的计算表明

|Z ∧W |2 = (ad− bc)2|X ∧ Y |2.

根据曲率算子的对称性，有

R(Z,W,Z,W ) = R(aX + bY, cX + dY, aX + bY, cX + dY )

= (ad− bc)R(X,Y, aX + bY, cX + dY )

= (ad− bc)2R(X,Y,X, Y ).

于是

R(Z,W,Z,W )

|Z ∧W |2
=
R(X,Y,X, Y )

|X ∧ Y |2
,
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即截面曲率的定义是恰当的. 根据前面例子中的计算可知，(Rn, g0) 的截面曲率恒为
零，而 (Sn, g1) 的截面曲率恒为 1
例 3.3.3. 双曲空间的曲率，
考虑上半空间模型 H, 黎曼度量 g = x−2

n (dx1 ⊗ dx1 + · · · + dxn ⊗ dxn) ．此时
gij = x−2

n δij ，gij = x2nδij . 于是有

Γkij =
1

2
x2nδkm(−2x−3

n δimδjn − 2x−3
n δjmδin + 2x−3

n δijδmn)

= x−1
n (δijδkn − δikδjn − δkjδin),

——————————————————————
第三章流形的几何
以及

∂2gij
∂xk∂xl

= 6x−4
n δknδlnδij .

将它们代入（3.11）得

Rijkl = x−4
n (δjkδil − δjlδik) = −(gikgjl − gilgjk),

因此有

R(X,Y, Z,W ) = −(〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈Y, Z〉〈X,W 〉),

这说明双曲空间的截面恒为-1
从 (0,4) 型的曲率张量 R 出发，对它的 1，3 指标求 Trace，就得到一个二阶协变张

量场，称为 Ricci 张量. 具体来说，取标准正交基 {ei}, 令

Ric(X,Y ) =

n∑
i=1

R(ei, X, ei, Y ),

则根据曲率张量的对称性质，Ric 为对称二阶协变张量场. 在局部坐标 {xi} 下,Ric
可以表示为

Ric = Rijdx
i ⊗ dxj ,

其中

Rij = gklRkilj .

如果 X 为单位向量，则称 Ric(X,X) 为 X 方向的 Ricci 曲率. 如果将 X = e1 扩充
为一组标准正交基 {ei}, 则

Ric(X,X) =

n∑
i=1

R(ei, X, ei, X) =

n∑
i=2

R(ei, e1, ei, e1),
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因此 Ricci 曲率均为 (n− 1) 个截面曲率之和
从 Ricci 张量出发，对它求 Trace 就得到 M 上的函数 S, 称为 (M, g) 的数量曲率或

纯量曲率. 按照定义，S 可表示为

S = gijgklRkilj =
∑
i,j

R(ei, ej , ei, ej).

例 3.3.4. 对于 2 维流形来说，它在每一点的截面曲率只有一个，记为 K ：此时
Ric = Kg ，S = 2K

例 3.3.5. (Sn, g1) 的 Ricci 曲率恒为 (n− 1) ，因此 Ric = (n− 1)g ，S = n(n− 1)

一般地，Ricci 曲率为常数的黎曼度量称为 Einstein 度量，拥有 Einstein 度量的黎
曼流形称为 Einstein 流形.Einstein 流形的研究是微分几何的重要课题之一，其研究动
力很大程度上是来自于 Einstein 的广义相对论

——————————————————————
3.3��
例 3.3.6.3 维 Einstein 流形
如果 M3 为 Einstein 流形，设其 Ricci 曲率为常数 λ. 任取标准正交基 {ei}, 记

Rijkl = R(ei, ej , ek, el), Rij = Ric(ei, ej).

由 Ricci 曲率的定义，有

R11 = R1212 +R1313, R22 = R1212 +R3232, R33 = R1313 +R2323.

从上式中可解出

R1212 =
1

2
(R11 +R22 −R33) =

1

2
λ,

由于 {ei} 是任取的，这表明 M3 的截面曲率实际上是常数
以上讨论的曲率均涉及二阶求导. 关于三阶求导，我们有
命题 3.3.2（第二 Bianchi 恒等式）. 对于 (1,3) 型的张量 RXY Z, 有

(∇XR)Y Z + (∇YR)ZX + (∇ZR)XY = 0.

证明. 任给向量场 W. 有

(∇XR)Y ZW = ∇X(RY ZW )−RY Z(∇XW )−R∇XY,ZW −RY,∇XZW,

将上式中的 X, Y , Z Z Z 依次轮换，得到另外两个方程，将它们相加，并利用联络
和曲率的性质即可得到证明，具体的计算有些繁琐，我们略去. 下一节我们将给出另夕
口一个证明

Bianchi 恒等式对于 (0,4) 型的曲率张量也成立. 事实上，因为
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∇R(X,Y, Z,W, V ) = ∇VR(X,Y, Z,W )

= V (R(X,Y, Z,W ))−R(∇VX,Y, Z,W )−R(X,∇V Y, Z,W )

−R(X,Y,∇V Z,W )−R(X,Y, Z,∇VW )

= 〈(∇VR)XY Z,W 〉,

轮换上式中 V,X, Y 的位置，将所得等式相加，得

∇R(X,Y, Z,W, V ) +∇R(Y, V, Z,W,X) +∇R(V,X,Z,W, Y ) = 0,

根据曲率张量的对称性，上式也可以改写为

∇R(Z,W,X, Y, V ) +∇R(Z,W, Y, V,X) +∇R(Z,W, V,X, Y ) = 0.

——————————————————————
第三章流形的几何
在局部坐标 {xi} 下，如果 ∇R 写为

∇R = Rijkl,hdx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl ⊗ dxh,

则第二 Bianchi 恒等式成为

Rijkl,h +Rijlh,k +Rijhk,l = 0.

如果对数量曲率求协变导数，并利用上式，则有

Sm = gijgklRkilj,m = −gijgklRkijm,l − gijgklRkiml,j
= gklRkm,l + gijRim,j

= 2gijRmi,j .

如果 Ricci 张量是黎曼度量的倍数，即存在函数 f(x) ，使得 Rij = f(x)gij , 则易见
f(x) = S/n, 即

Ric =
S

n
g.

此时对上式求协变导数，得

Rmi,j =
1

n
Sjgmi,

因此有

Sm = 2gijRmi,j =
2

n
gijSjgmi =

2

n
Sm,

于是当 n ⩾ 3 时 ∇S = 0 . 这可总结为下面的结果
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定理 3.3.3(Shur). 设 M 为连通 n 维流形，n ⩾ 3 ：如果黎曼度量 g 的 Ricc 张量是
g 的倍数，则 g 是 Einstein 度量。
最后，我们简单介绍一般张量场的二阶求导曲率算子.设 X,Y 为向量场，K 为 (r, s)

型的张量场，令

RXYK = ∇Y∇XK −∇X∇YK +∇[X,Y ]K.

RXY 称为由 X,Y 所定义的曲率算子，显然 RXY = −RY X
命题 3.3.4. 设 K1 K1 K1,K2 K2 K2 为张量场，f 为光滑函数，则

RXY (K1 ⊗K2) = (RXYK1)⊗K2 +K1 ⊗ (RXYK2);

R(fX)YK = RX(fY )K = RXY (fK) = fRXYK.

证明.（1）这只要利用协变求导与张量积运算之间的可交换性即可，略
——————————————————————
83.3 曲率
(2) 由定义，有

R(fX)YK = ∇Y∇fXK −∇fX∇YK +∇[fX,Y ]K

= ∇Y (f∇XK)− f∇X∇YK +∇f [X,Y ]−(Y f)XK

= (Y f)∇XK + f∇Y∇XK − f∇X∇YK + f∇[X,Y ]K − (Y f)∇XK

= fRXYK.

同理可得 RX(fY )K = fRXYK 、另一方面，曲率算子 RXY 可以写为

RXY = ∇[X,Y ] − [∇X ,∇Y ],

由此不难验证关于 K 的函数线性性
我们知道，对向量场的二阶求导时，不同次序的导数之差体现在曲率上，对于一般

的张量场. 会出现完全类似的现象
命题 3.3.5（Ricci 恒等式）. 设 K 为张量场，则

∇2K(·, X, Y )−∇2K(·, Y,X) = (RXYK)(·).

证明. 首先，按协变导数（联络）的定义，可以验证

∇2K(·, X, Y ) = ∇Y∇XK(·)−∇∇YXK(·).

于是交换 X,Y 的次序再相减就得到欲证等式
我们在局部坐标 {xi} 下做一些计算. 首先有

146



R ∂

∂xi
∂

∂xj
(dxk) = ∇ ∂

∂aj
∇ ∂

∂aj
dxk −∇ ∂

∂aj
∇ ∂

∂aj
dxk

= ∇ ∂
∂xJ

(
− Γkimdx

m
)
−∇ ∂

∂xi

(
− Γkjmdx

m
)

= −( ∂

∂xj
Γkim)dxm + ΓkimΓmjldx

l + (
∂

∂xi
Γkjm)dxm − ΓkjmΓmil dx

l

= (
∂

∂xi
Γkjl −

∂

∂xj
Γkil + ΓkimΓmjl − ΓkjmΓmil )dx

l

= −Rijlkdxl.

如果张量场 ∇2K 表示为

∇2K = Ki1···ir
j1···js,kl

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ⊗ dxk ⊗ dxl,

则由 Ricci 恒等式以及曲率算子 RXY 与张量积的可交换性可得

Ki1···ir
j1···js,kl −K

i1···ir
j1···js,lk =

r∑
p=1

K
i1···ip−1iip+1···ir
j1···js R

ip
kli −

s∑
q=1

Ki1···ir
j1···jq−1jjq+1···jsR

j
kljq

.

——————————————————————
习题 3.3
1. 设 f : (M, g)→ (N,h) 为等距同构，证明 f 保持曲率不变，即 RM = f∗RN

2. 设 (0,4) 型的张量场 S, T 均满足曲率张量关于指标的对称性. 证明，如果

S(X,Y,X, Y ) = T (X,Y,X, Y ), ∀X,Y ∈ Γ(TM)

则 S ≡ T.
3. 证明，黎曼流形 (M, g) 的截面曲率为常数 c 当且仅当曲率张量满足

R(X,Y )Z = c(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X).

4. 考虑 Rn+1 中的超曲面

Hn(1) = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 |
n∑
i=1

(xi)2 − (xn+1)2 = −1, xn+1 > 0}.

证明，当二阶协变张量场 gn,1 =
∑n
i=1 dx

i ⊗ dxi − dxn+1 ⊗ dxn+1 限制在 Hn(1) 上
时是正定的黎曼度量，并计算截面曲率.

5. 设 (M, g) 为黎曼流形，f 为 M 上的正光滑函数，则 ḡ = f2g 也是 M 上的黎曼
度量. 求这两个黎曼度量的曲率张量之间的关系

6. 在上一题的情况下，如果 f 为常数，说明 Ric(g) = Ric(ḡ)
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7. 设 Z 为 (M, g) 为 Killing 向量场，证明

(1) 〈∇2Z(X,Y ),W 〉 = −〈∇2Z(W,Y ), X〉;

(2)∇2Z(X,Y ) = R(Z, Y )X.

8. 设 ∇ 为向量丛 E 上的联络．任给 X , Y ∈ Γ(TM) ，定义曲率算子

R(X,Y ) : Γ(E)→ Γ(E), R(X,Y )s = ∇Y∇Xs−∇X∇Y s+∇[X,Y ]s.

证明 R(X,Y )s 关于 X,Y 以及截面 s 都是函数线性的
——————————————————————
83.4 联络和曲率的计算
§3.4.1 活动标架法
设 ∇ 为流形 M 上的仿射联络．如果 {ei} 为 TM 的一组 (局部) 基，则存在 1 形式

{ωij}, 使得
∇ei = ej ⊗ ωji ,

{ωji } 称为联络 ∇ 的联络形式. 在局部坐标 {xi} 下，如果取 ei =
∂
∂xi ，则由

∇ ∂

∂xi
= Γjki

∂

∂xj
⊗ dxk

知 ωji = Γjkidx
k

设 {ωi} 为 {ei} 的一组对偶基，由（X 为向量场）

∇Xωi(ej) = X(ωi(ej))− ωi(∇Xej) = −ωij(X)

知 ∇Xωi = −ωij(X)ωj . 因此

∇ωi = −ωj ⊗ ωij .

例如，当 ω = dxi 时，

∇dxi = −Γikjdxj ⊗ dxk.

以下假设 ∇ 为 Levi-Civita 联络，由于联络的挠率为零，故任给向量场 X X X,Y Y
Y 有

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])

= X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω(∇XY ) + ω(∇YX)

= ∇Xω(Y )−∇Y ω(X)

= ∇ω(Y,X)−∇ω(X,Y ),

对 ωi 利用上式以及 (3.25）得
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dωi = ωj ∧ ωij = −ωij ∧ ωj .

联络形式也可以用来计算曲率. 事实上，由定义有

RXY ei = ∇Y∇Xei −∇X∇Y ei +∇[X,Y ]ei

= ∇Y (ωji (X)ej)−∇X(ωji (Y )ej) + ωji ([X,Y ])ej

= Y (ωji (X))ej + ωji (X)∇Y ej −X(ωji (Y ))ej − ωji (Y )∇Xej + ωji ([X,Y ])ej

= −dωji (X,Y )ej + ωji (X)ωkj (Y )ek − ωji (Y )ωkj (X)ek

= −dωji (X,Y )ej + (ωki ∧ ω
j
k)(X,Y )ej ,

——————————————————————
这说明

(−dωji + ωki ∧ ω
j
k)(X,Y ) = ωj(RXY ei),

或改写为

− dωji + ωki ∧ ω
j
k =

1

2
Rkli

jωk ∧ ωl,

其中 Rjkli = ωj(R(ek, el)ei) .（3.26）式和（3.27）式统称 Cartan 结构方程，它们是
非常有用的计算工具.(3.27）也常改写为

dωij = −ωik ∧ ωkj +Ωij ,

其中

Ωij = −
1

2
Rklj

iωk ∧ ωl,

Ωij 称为曲率形式
当 {ei} 为标准正交基时，黎曼度量 g 可以写成

g = ω1 ⊗ ω1 + · · ·+ ωn ⊗ ωn.

此时有

0 = d〈ei, ej〉 = 〈∇ei, ej〉+ 〈ei,∇ej〉

=
〈
ek ⊗ ωki , ej

〉
+
〈
ei, el ⊗ ωlj

〉
= ωji + ωij ,

即联络形式关于它的两个指标具有反称性，
其次，当 {ei} 为标准正交基时，下式也成立
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Rkli
j = 〈R(ek, el)ei, ej〉 = Rklij ,

此时曲率形式可写为

Ωij = −
1

2
Rkljiω

k ∧ ωl = 1

2
Rijklω

k ∧ ωl.

例 3.4.1. 曲面的曲率，
设二维曲面 M 有黎曼度量 g = ϕ2du⊗ du+ ψ2dv ⊗ dv, 其中 {u, v} 为局部坐标，ϕ,

ψ y ψ 为正的光滑函数. 此时，e1 = ϕ−1 ∂
∂u ，e2 = ψ−1 ∂

∂v 为标准正交基，其对偶基为
ω1 = ϕdu ω2 = ψdv . 由

dω1 = dϕ ∧ du = ϕvdv ∧ du = −ψ−1ϕvdu ∧ ω2,

以及

dω2 = dψ ∧ dv = ψudu ∧ dv = −ϕ−1ψudv ∧ ω1,

——————————————————————
3.4��������
解出联络形式为

ω1
2 = ψ−1ϕvdu− ϕ−1ψudv.

于是曲率形式为

Ω1
2 = dω1

2 = −[(ψu
ϕ

)u + (
ϕv
ψ
)v]du ∧ dv,

这说明 M2 的截面曲率为

K = R1212 = − 1

ϕψ
[(
ψu
ϕ

)u + (
ϕv
ψ
)v].

这与古典微分几何中的结果是一致的
从结构方程可以得到 Bianchi恒等式.例如，对（3.26）两边求外微分，并利用 (3.27)，

得

0 = d2ωi = −dωij ∧ ωj + ωij ∧ dωj

= −(Ωij − ωik ∧ ωkj ) ∧ ωj − ωij ∧ ω
j
k ∧ ω

k

= −Ωij ∧ ωj =
1

2
Rklj

iωk ∧ ωl ∧ ωj ,

这表明

Rklj
i +Rljk

i +Rjkl
i = 0,
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这是第一 Bianchi 恒等式
为了获得第二 Bianchi 恒等式，我们先在标架 {ei} 和 {ωi} 下计算 (r, s) 型张量 θ

的协变导数：

θi1···irj1···js,k = ∇ekθ(ωi1 , · · · , ωir ; ej1 , · · · , ejs)

= ek(θ
i1···ir
j1···js)−

r∑
p=1

θ(ωi1 , · · · ,∇ekωip , · · · , ωir ; ej1 , · · · , ejs)

−
s∑
q=1

θ(ωi1 , · · · , ωir ; ej1 , · · · ,∇ekejq , · · · , ejs)

= ek(θ
i1···ir
j1···js) +

r∑
p=1

θ
i1···ip−1 h ip+1···ir
j1···js ω

ip
h (ek)−

s∑
q=1

θi1···irj1···jq−1 h jq+1···jsω
h
jq (ek),

上式也可以改写为

θi1···irj1···js,k · ω
k = dθi1···irj1···js +

r∑
p=1

θ
i1···ip−1 h ip+1···ir
j1···js ω

ip
h −

s∑
q=1

θi1···irj1···jq−1 h jq+1···jsω
h
jq .

现在，如果对 (3.27) 两边求外微分就得到

dΩij = dωik ∧ ωkj − ωik ∧ dωkj = Ωik ∧ ωkj − ωik ∧ Ωkj ,

——————————————————————
第三章流形的几何
将（3.29）以及结构方程再代入上式并整理，得

(dRklj
i −Rhljiωhk −Rkhjiωhl −Rklhiωhj +Rklj

hωih) ∧ ωk ∧ ωl = 0,

利用 (3.31)，上式可改写为

Riklj,h · ωh ∧ ωk ∧ ωl = 0,

这也就是第二 Bianchi 恒等式
以下继续给出结构方程的简单应用
例 3.4.2. 双曲空间的结构方程
在上半空间 Hn 中考虑黎曼度量 g = x−2

n (dx1 ⊗ dx1 + · · ·+ dxn ⊗ dxn), 取标准正交
标架 {ei = xn

∂
∂xi }, 其对偶标架为 {ωi = x−1

n dxi} . 于是有

−ωij ∧ ωj = dωi = x−2
n dxi ∧ dxn = ωi ∧ ωn,

以及
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−ωnj ∧ ωj = dωn = 0.

从以上两式中解出联络形式为

ωij = 0 (i, j < n), ωni = −ωin = ωi (i < n).

因此，当 i, j < n 时

Ωij = ωin ∧ ωnj = −ωi ∧ ωj ,

当 i < n 时

Ωin = dωin = −dωi = −ωi ∧ ωn,

总之，曲率形式形如 Ωij = −ωi ∧ ωj ，这再一次说明双曲空间的曲率恒为-1
例 3.4.3. 黎曼度量的共形形变，
设 g 为流形 M 上的黎曼度量. 如果 ρ 为 M 上的光滑正函数，则 g̃ = ρ2g 也是

M 上的黎曼度量，称为 g 的共形形变. 如果 {ωi} 为 (M, g) 的标准正交余切标架，则
ω̃i = ρωi 为 (M, g̃) 的标准正交余切标架，我们计算相应的结构方程如下

dωi = dρ ∧ ωi + ρdωi = ρjω
j ∧ ωi − ρωij ∧ ωj

= −ωij ∧ ω̄j − ρ−1ρjω
i ∧ ω̄j ,

从上式可解出 ḡ 对应的联络形式 ω̄ij 为

ω̄ij = ωij + ρ−1ρjω
i − ρ−1ρiω

j ,

——————————————————————
其中 {ρi} 由 dρ = ρiiω 定义. 继续计算 g̃ 对应的曲率形式 Ω̄ii;

Ω̄ij = dω̄ij + ω̄im ∧ ω̄mj
= dωij + ωim ∧ ωmj + d(ln ρ)j ∧ ωi + (ln ρ)jdωi − d(ln ρ)i ∧ ωj − (ln ρ)idωj

+ [(ln ρ)mωi − (ln ρ)iωm] ∧ ωmj + ωim ∧ [(ln ρ)jωm − (ln ρ)mωj ]

+
[
(ln ρ)mωi − (ln ρ)iωm

]
∧
[
(ln ρ)jωm − (ln ρ)mωj

]
= Ωij − |∇ ln ρ|2ωi ∧ ωj + [(ln ρ)jm − (ln ρ)m(ln ρ)j ]ωm ∧ ωi

− [(ln ρ)im − (ln ρ)m(ln ρ)i]ωm ∧ ωj ,

其中 |∇ ln ρ|2 = (ln ρ)i(ln ρ)i, 而 (ln ρ)ij 由下式定义：

(ln ρ)ijωj = d(ln ρ)i − (ln ρ)kωki .
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从曲率形式可以得到 ḡ 对应的曲率张量 R̄ 的表示：

ρ2R̄ijkl = Rijkl − |∇ ln ρ|2(δikδjl − δilδjk) + [(ln ρ)jm − (ln ρ)m(ln ρ)j ](δmkδil − δmlδik)

− [(ln ρ)im − (ln ρ)m(ln ρ)i](δmkδjl − δmlδjk).

ḡ 对应的 Ricci 曲率表示为（∆ 是 g 对应的 Laplace 算子）

ρ2R̄ij = Rij + (2− n)[(ln ρ)ij − (ln ρ)i(ln ρ)j ] + (2− n)|∇ ln ρ|2δij − (∆ ln ρ)δij ,

而纯量曲率 S̄ 表示为

ρ2S̄ = S + 2(1− n)∆(ln ρ)− (n− 1)(n− 2)|∇ ln ρ|2.

当 n = 2 时，令 ρ = eu. 则纯量曲率 S̄ 和 S 之间的关系化为

S̃ = e−2u(S − 2∆u),

或改写为！〈K, K̃ K K̃ 为截面曲率）

∆u−K + K̃e2u = 0.

当 n ⩾ 3 时，令 ρ = u
2

n−2 ，则纯量曲率 S̄ 和 S 之间的关系化为

S̃ = u−
n+2
n−2 (Su− 4(n− 1)

n− 2
∆u),

或改写为

∆u− n− 2

4(n− 1)
Su+

n− 2

4(n− 1)
S̄u

n+2
n−2 = 0.

——————————————————————
这些方程可以用来研究在流形上预定纯量曲率的问题，例如，Yamabe 在 1960 年提

出猜测：在紧致流形上. 任何给定的黎曼度量均可作共形形变，使其纯量曲率为常数. 这
个猜测经过 Aubin，Schoen 等人的研究在 1984 年被最终证实了
当 n ⩾ 3 时，考虑下式给出的 Weyl 张量

Wijkl = Rijkl −
1

n− 2
(Rikδjl −Rjkδil +Rjlδik −Rilδjk)

+
S

(n− 1)(n− 2)
(δikδjl − δjkδil).

Weyl 张量的特点是其任意两个指标缩并 (求迹) 均为零. 当 n = 3 时 Weyl 张量恒为
零. 对黎曼度量作共形形变时，Weyl 张量的变化特别简单：
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ρ2W̃ijkl =Wijkl.

因此，当黎曼度量（局部）共形于欧氏度量时，其Weyl张量恒为零，反之，当 n ⩾ 4

时，Weyl 张量恒为零意味着黎曼度量可局部共形形变到欧氏度量
为了处理 n = 3 的情形，考虑 Bak 张量

Bijk =
1

n− 2
(Rij,k −Rik,j)−

1

2(n− 1)(n− 2)
(δijS,k − δikS,j).

当 n = 3 时，ρ3B̄ijk = Bijk . 可以证明，三维黎曼流形局部共形于欧氏空间当且仅
当 Bak 张量为零

83.4.2 正规坐标
当我们在局部坐标系中计算联络以及与曲率相关的几何量时，不可避免地要遇到

Chirstofel 系数及其导数，在某些坐标系中，这样的计算往往可以简化，下面我们就来
构造这样的坐标
设 p 为流形 M 上任意固定的一点. 在 p 附近选取局部坐标 {ui}, 使得 ui(p) = 0. 在

{ui} 下的 Christoffel 系数记为 Γ̄kij . 令

xi = ui +
1

2
Γ̃ijk(p)u

juk,

则

∂xi

∂uj
(p) = δij ,

∂2xi

∂uj∂uk
(p) = Γ̄ijk(p).

因此，{xi} 可以作为 p 附近的局部坐标. 我们说明，在此坐标下的 Chirstoffel 系数
Γkij 在 p 处均为零
事实上，对 dxi = ∂xi

∂uj du
j 求协变微分，得

∇dxi = ∂2xi

∂uk∂uj
duj ⊗ duk − ∂xi

∂uj
Γ̃jkldu

k ⊗ dul,

——————————————————————
83.4 联络和曲率的计算
上式在 p 处取值，得 ∇dxi(p) = 0 ，因此 Γjik(p) = 0 . 这也意味着

dgij(p) = 0, dgij(p) = 0, dG(p) = 0,

其中 G = det(gij) . 通过作线性变换，我们还可以要求 gij(p) = δij

在以上构造的局部坐标 {xi} 中，由于在 p 处联络的系数均为零 (联络形式在 p 处也
为零)，因此在 p 处协变导数就等于偏导数

θi1···irj1···js,h(p) =
∂θi1···irj1···js
∂xh

(p).
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曲率张量的表示也变得很简单：

Rijkl(p) =
1

2
(∂j∂kgil + ∂i∂lgjk − ∂j∂lgik − ∂i∂kgjl),

其中，为了简单起见，我们用记号 Ĉi 表示关于 xi 的偏导数，曲率张量的协变微分
可以写为：

Rijkl,h(p) =
1

2
(∂h∂j∂kgil + ∂h∂i∂lgjk − ∂h∂j∂lgik − ∂h∂i∂kgjl).

例 3.4.4. 散度的局部表示
设 X 为向量场，在如上坐标下可表示为 X = Xi ∂

∂xk , 由于

divX =
1√
G
∂i(
√
GXi),

于是在 p 处有

divX(p) = ∂i(X
i),

口这就回到了欧氏空间中的散度公式了. 当然，上式只在 p 处成立
例 3.4.5.Laplace 算子的局部表示
设 f 为光滑函数，则

∆f =
1√
G
∂i(
√
Ggij∂jf),

于是在 p 处有

∆f(p) = ∂i∂if,

这就回到了欧氏空间中的 Laplace 算子了
例 3.4.6. 外微分算子的表示，
——————————————————————
设 {ei} 为一组局部标架，{ωi} 为其对偶，则必有

d = ωi ∧∇ei .

我们来证明上式，首先容易看出，上式右边不依赖于标架的选取，因此，我们可以
在如上的局部坐标 {xi} 下令

d̃ = dxi ∧∇ ∂

∂xi
,

然后只要说明 d = d̄ 即可. 设 η 为 r 次微分形式，不妨设

η = fdxi1 ∧ · · · dxir ,
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则 (注意在 p 处 ∇dxi = 0

d̄η(p) = (∂jf)dx
j ∧ dxi1 ∧ · · · dxir = dη,

由于 p 可以任意选取，这说明（3.37）总成立
在实际的应用中，满足上述要求的局部坐标还可以如下构造. 仍设 p ∈M. 我们知道，

给定 p 处的切向量 v ，存在从 p 出发的惟一测地线 σv, 使得 σ̇v(0) = v 测地线方程为
二阶常微分方程组，根据常微分方程组关于初始条件的连续（光滑）依赖性，存在 TpM

中原点 0 的开邻域 U0 ，使得当 v ∈ U0 时，测地线 σv 的定义域包含 [0,1]. 定义映射

expp : U0 →M, expp(v) = σv(1), ∀ v ∈ U0.

expp 是光滑映射，称为 p 处的指数映射。
显然，当 t 充分小时，expp(tv) = σv(t) 特别地

dexpp(v) = σ̇v(0) = v,

即 expp 在 0 ∈ TpM 处的切映射为恒同映射，这说明指数映射局部上为微分同胚利
用这一点，我们在 p 附近构造局部坐标. 事实上，任取 TpM 的一组标准正交基 {ei}, p
P p 附近的任意一点 q 可以惟一地表示为

q = expp(x1e1 + · · ·xnen),

我们就将 {xi} 作为 q 的坐标. 这样就得到了 p 附近的局部坐标系 {xi} ，称为 p 处
的法坐标或正规坐标
我们来研究正规坐标的性质. 首先，按定义可得 ∂

∂xi

∣∣
p
= ei, 因此

gij(p) = 〈
∂

∂xi

∣∣∣
p
,
∂

∂xj

∣∣∣
p
〉 = δij .

——————————————————————
83.4 联络和曲率的计算
其次，任给向量 v = viei, 测地线 σv(t) = expp(tv) 在局部坐标 {xi} 中表示为

σv = (v1t, · · · , vnt),

从而测地线方程成为

Γkij(σv(t))v
ivj = 0.

特别地，在上式中令 t = 0, 此时 {vi} 可任取，从而立即得到

Γkij(p) = 0.

如果在（3.39）式两边乘以 t2, 则得到如下一般的恒等式
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Γkijx
ixj = 0.

由于 σv 为测地线，其切向量的长度不变，因此

gij(σv(t))v
ivj = gij(p)v

ivj = vivi,

在上式两边乘以 t2 ，得如下恒等式

gijx
ixj = xixi.

从以上这些等式出发，我们再推导一个在正规坐标下很有用的等式：首先，以
Chirstoffel 系数的公式代入（3.41）可得

1

2
(∂jgik + ∂igjk − ∂kgij)xixj = 0,

由指标 i, j 的对称性得

(∂jgik −
1

2
∂kgij)x

ixj = 0,

从而有

(∂jgik)x
ixj =

1

2
(∂kgij)x

ixj

=
1

2
∂k(gijx

ixj)− gikxi

=
1

2
∂k(x

ixi)− gikxi

= xk − gikxi.

另一方面，由 (∂jgik)x
ixj = ∂j(gikx

i)xj − gikxi 代入上式得

∂j(gikx
i)xj = xk,

这可以改写为

∂j(gikx
i − xk)xj = 0,

——————————————————————
第三章流形的几何
这说明，沿着从 p 出发的任意测地线 σv(t) ，均有

d

dt
(gikx

i − xk) = 0,

由于在 p 处 gikx
i − xk = 0 ，上式说明
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xk = gikx
i.

这个有用的等式称为 Gauss 引理
对 (3.43) 在 p 处求导可以得到 gij 的各阶导数之间的关系. 例如，等式两边先后关

于 xi, xl ar xl 以及 xj 求导，然后在 p 处取值，得到

(∂l∂igjk + ∂i∂jglk + ∂j∂lgik)(p) = 0.

同理，继续求导可得

(∂i∂j∂kglm + ∂j∂k∂lgim + ∂k∂l∂igjm + ∂l∂i∂jgkm)(p) = 0.

高阶导数有完全类似的等式
例 3.4.7. 黎曼度量的 Taulor 展开，
在正规坐标 xi 下，黎曼度量的分量 gij 在 p 处可以作 Taylor 展开

gij = δij +
1

2
∂l∂kgij(p)x

kxl +
1

6
∂m∂l∂kgij(p)x

kxlxm + · · · .

下面我们用曲率来表示上式中的系数
首先，利用（3.44) 可得

(∂j∂kgli + ∂k∂lgji + ∂l∂jgki)(p) = 0,

(∂i∂kglj + ∂k∂lgij + ∂l∂igkj)(p) = 0,

(∂i∂jglk + ∂j∂lgik + ∂i∂lgjk)(p) = 0,

(∂i∂jgkl + ∂j∂kgil + ∂k∂igjl)(p) = 0.

前两式的和减去后两式的和，得

∂k∂lgij(p) = ∂i∂jgkl(p).

利用（3.35）以及上式得

Rikjl(p) +Riljk(p) = (∂i∂lgjk − ∂k∂lgij)(p) + (∂l∂jgik − ∂k∂lgij)(p)

= −3 ∂k∂lgij(p).
——————————————————————
同理，多次利用（3.36）以及（3.45）可以算出

(Rikjl,m +Riljk,m +Rikjm,l +Rimjk,l +Riljm,k +Rimjl,k)(p)

= (∂mRikjl + ∂mRiljk + ∂lRikjm + ∂lRimjk + ∂kRiljm + ∂kRimjl)(p)

= −6 ∂m∂k∂lgij(p),
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因此（3.46）可以改写为

gij = δij −
1

3
Rikjl(p)x

kxl − 1

6
Rikjl,m(p)xkxlxm + · · · .

从而有

G = det(gij) = 1− 1

3
Rkl(p)x

kxl − 1

6
Rkl,m(p)xkxlxm + · · · .

如果在测地球上对体积形式积分，则得到测地球体积的渐近展开：

VolBr(p) = ωnr
n
[
1− S

6(n+ 2)
r2 +O(r4)

]
,

其中 ωn 是 Rn 中单位球体的体积
习题 3.4
1. 设 M 为 n 维黎曼流形，如果存在一组 (局部)1-形式 {ωi}, 使得度量 g 可以表示

为

g = ω1 ⊗ ω1 + · · ·+ ωn ⊗ ωn,

则 {ωi} 是一组标准正交基的对偶
2. 设 {ωi} 为余切标架场，{ωij} 为一组 1 形式，满足条件

ωij + ωji = 0, ωij ∧ ωj = 0,

证明 ωji ≡ 0

3. 用活动标架法证明等距同构保持曲率张量不变
4. 设 (M, g) ，(N,h) 为黎曼流形，计算 (M ×N, g+ h) 的曲率，并说明，当 X ，Y

分别与 M ，N 相切时，平面 span{X,Y } 的截面曲率为零
5. 设 (M, g) (N,h) 为黎曼流形，ϕ 为 M 上的正光滑函数，计算 M × N 在度量

g + ϕ2h 下的曲率
6. 设 M2 为曲面，g 为 M 上的黎曼度量. 设 p ∈M ，r > 0 记

Sr(p) = {q ∈M | d(p, q) = r}.

当 r 充分小时 Sr(p) 是圆周，求其长度 L(Sr(p)] 的渐近展开
——————————————————————
83.5 子流形几何
$3.5.1 第二基本形式
设 (M̄, ḡ) 为黎曼流形，M 为 M̄ 的子流形，其黎曼度量 g 由 ḡ 诱导而来. 记 (M̄, ḡ)

的 Levi-Civita 联络为 ∇̄ ．任给 M 的切向量场 X X X,Y , 记 ∇XY 为 ∇̄XY 到 M 的
切向投影，则 ∇XY 定义了 (M, g) 的 Levi-Civita 联络. 令
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I(X,Y ) = ∇XY −∇XY,

则 � 关于 X X X,Y Y Y 均为函数线性的，从而定义了从 M 的切空间到法空间的
双线性映射，称为 M 的第二基本形式. 黎曼度量 g 则称为 M 的第一基本形式
第二基本形式关于 X,Y 是对称的

Π(X,Y )−Π(X,Y ) = (∇XY −∇YX)− (∇XY −∇YX) = [X,Y ]− [X,Y ] = 0.

设 ν 为 M 的法向量 (即 〈ν,X〉 = 0 对任意切向量 X 成立)，令

qν(X,Y ) = 〈ν,q(X,Y )〉,

则 Πν 是 M 上的二阶对称协变张量场，称为关于法向 ν 的第二基本形式. 按定义上
式还可以改写为

Iν(X,Y ) = 〈ν,∇XY 〉 = −〈∇Xν, Y 〉,

记 Aν(X) 为 ∇̄XV 到 M 的切向的投影，则上式还可写为

qν(X,Y ) = −〈AνX,Y 〉,

算子 Aν 称为关于法向 ν 的形状算子. 如果 M 为超曲面（即 dimM = dim M̄ − 1)

ν 为单位法向量场，则由

〈∇Xν, ν〉 =
1

2
X〈ν, ν〉 = 0

知 ∇̄XV 本身就是切向量，此时 Aν(X) = ∇̄νX ．算子 Aν 的特征值称为主曲率
(principal curvature)
例 3.5.1. 等值面的第二基本形式
设 f : M̄ → R 为光滑函数，c 为 f 的正则值，则 M = f−1(c) 为 M̄ 的超曲面取

ν = grad f 则 ν 限制在 M 上时是法向量. 任取 M 的切向量场 X,Y ，则有

qν(X,Y ) = 〈ν, ∇̄XY 〉 = 〈gradf, ∇̄XY 〉

= ∇̄XY f = −Y Xf + ∇̄XY f

= −∇̄2f(X,Y ),

——————————————————————
83.5 子流形几何
这说明 Iν = −∇⃗2f

如果 M 的第二基本形式恒为零，则称 M 为 M̄ 的全测地子流形. 设 M 为全测地子
流形，σ 为 M 的一条测地线，则
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∇̄σ̇σ̇ = ∇σ̇σ̇ = 0,

这说明 σ 也是 M̄ 的测地线. 反之，如果初始位置与 M 相切的 M̄ 的测地线均完全
含于 M 中，则 M 是全测地子流形
最简单的全测地子流形莫过于测地线了．一般维数的全测地子流形在大部分情况下

并不存在. 不过，等距同构有时能给出全测地子流形
命题 3.5.1. 设 φ : M̄ → M̄ 为 (M̄, ḡ) 的等距同构，记

M = {p ∈ M̄ | φ(p) = p},

即 M 为 φ 的不动点全体，则 M 的每个连通分支均为 M̄ 的全测地子流形
证明. 设 p ∈M. 记

Vp = {v ∈ TpM̄ | φ∗p(v) = v},

则 Vp 为 TpM̄ 的子空间：如果 v ∈ Vp, 设 σ 是从 p 出发的测地线，σ̇(0) = v ：于是
φ(σ) 也是从 p 出发的测地线，且它的初始切向量也是 v . 根据测地线的惟一性，必有
φ(σ) = σ ，这说明 σ ⊂M ，因此

expp(Vp) ⊂M.

反之，因为指数映射局部上是微分同胚，任取 M 中靠近 p 的点 q, 在 p 附近有惟一
的测地线 γ 连接 p 和 q 由于 φ(p) = p , φ(q) = q ，故 φ(γ) 也是这样的测地线这说明
φ(γ) = γ. 因此 γ̇(0) ∈ Vp, 且 q ∈ expp(Vp)
利用指数映射的局部微分同胚性质，以上论证就表明 M 的含有 p 的连通分支是 M̄

的正则子流形，维数为 dimVp . 同时，从以上论证还可以看出，初始位置与 M 相切的
测地线必定总是含于 M 中，这说明 M 是全测地子流形口
作为上述命题的推论，如果一个等距同构的不动点集是一条曲线，则该曲线必为测

地线. 由此很容易确定 Rn Sn 以及 Hn 中的测地线
下面我们研究子流形 M 的曲率和外围流形 M̄ 的曲率之间的关系. 设 X, Y Z 为 M

的切向量场．则有

∇̄Y ∇̄XZ = ∇̄Y (∇XZ + I(X,Z))

= ∇Y∇XZ + I(Y,∇XZ) + ∇̄Y (I(X,Z)),
——————————————————————
同理可得

∇X∇Y Z = ∇X∇Y Z +Π(X,∇Y Z) +∇X(Π(Y, Z)),

再利用 ∇̄[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z+I([X,Y ], Z) 可得
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R̄(X,Y )Z = R(X,Y )Z + I(Y,∇XZ)− I(X,∇Y Z) + I([X,Y ], Z)

+ ∇̄Y (II(X,Z))− ∇̄X(II(Y, Z)).

我们考虑上式在 M 的切向和法向的分量. 先考虑切向. 任取 M 的切向量场 W , 贝

〈∇Y (Π(X,Z)),W 〉 = −〈Π(X,Z),∇YW 〉 = −〈Π(X,Z),Π(Y,W )〉,

同理有

〈∇̄X(Π(Y, Z)),W 〉 = −〈Π(Y, Z),Π(X,W )〉,

代入 (3.49) 得

R̄(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W )− 〈Π(X,Z),Π(Y,W )〉+ 〈Π(Y, Z),Π(X,W )〉.

上式称为 M 的 Gauss 方程. 考虑（3.49）在 M 的法向的分量，则有

⊥ R̄(X,Y )Z = q(Y,∇XZ)−q(X,∇Y Z) +q([X,Y ], Z)

+ ⊥ ∇Y (q(X,Z))− ⊥ ∇X(q(Y, Z)).

上式称为 M 的 Codazzi 方程
当 M 为超曲面时，Codazzi 方程可以作一些简化. 此时，取 M 的单位法向量场 ν ，

则由 Π(X,Y ) = Πν(X,Y ) · ν 可得

∇Y (Π(X,Z)) = Y (Πν(X,Z)) · ν +Πν(X,Z)∇Y ν,

同理可得 ∇̄X(I(Y, Z)) 的分解. 此时 Codazzi 方程可写为

⊥R̄(X,Y )Z = [(∇Y Iν)(X,Z)− (∇XIν)(Y, Z)]ν.

特别地，当 M̄ 为常曲率流形时，上式左端为零，这时 (∇XIν)(Y, Z) 关于 X ，Y Z

都是对称的
§3.5.2 活动标架法
下面我们运用结构方程来研究子流形. 设 M̄ 为 n+ p 维流形，M 是其 n 维子流形.

我们规定，指标 A ,B C 等的取值范围从 1 至 n+ p 指标, j, k 人 k 等的取值范围从 1
至 n ，指标 � α α, β, γ γ 等的取值范围从 n+ 1 至 n+ p 在 M̄ 上选取局部标准

——————————————————————
83.5 子流形几何
正交标架 {eA} ，使得当限制在 M 上时，{ei} 是 M 的局部正交标架，从而 {eα}

为 M 的法丛的局部标架
设 {ωA} 为 {eA} 的对偶余切标架. 考虑 M̄ 的结构方程
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dωA = −ωAB ∧ ωB , ωAB + ωBA = 0,

dωAB = −ωAC ∧ ωCB + Ω̄AB ,

Ω̄AB =
1

2
R̄ABCDω

C ∧ ωD.

其中 ωAB 和 Ω̄AB 分别为 M̄ 的联络形式和曲率形式. 由于 ωα 限制在 M 上恒为零因
此 M̄ 的结构方程的第一式限制在 M 上就得到了 M 的结构方程的第一式. 在 M 上有

0 = dωα = −ωαi ∧ ωi.

从上式容易看出，ωαi 不含 ωβ 的分量. 其 wj 分量可计算如下：

ωαi (ej) = 〈∇ejei, eα〉 = 〈Π(ej , ei), eα〉 = Πeα(ej , ei).

如果记 hαii = Πei(ej , ei), 则上式表明

ωαi = hαijω
j , hαij = hαji.

将上式代入 M̄ 的结构方程的第二式，计算出 M 的曲率形式 Ωij 为

Ωij = −ωiα ∧ ωαj + Ω̄ij = hαikh
α
jlω

k ∧ ωl + 1

2
R̄ijklω

k ∧ ωl,

因此 M 的曲率为

Rijkl = R̄ijkl + (hαikh
α
jl − hαilhαjk).

这也就是 M 的 Gauss 方程
同理可求得

dωαβ = −ωαγ ∧ ω
γ
β +Ωαβ ,

Ωαβ =
1

2
Rαβklω

k ∧ ωl,

其中

Rαβkl = R̄αβkl + (hαikh
β
jl − h

α
ilh

β
jk),

上式称为 M 的 Ricci 方程
下面考虑 Codazzi 方程. 记 M 的法从为 T⊥M ，它由 M 的所有法向量构成我们可

以在法丛上如下定义联络：设 X 为 M 的切向量场，ξ 为法向量场，令

∇Xξ = (∇̄Xξ)⊥,

——————————————————————

163



第三章流形的几何
则不难验证 ∇Xξ 定义了 T⊥M 上的联络. 由

∇eα = ωiα ⊗ ei + ωβα ⊗ eβ

可得

∇̄eieα = −hαijej + ωβα(ei)eβ .

因此

∇eieα = (∇̄eieα)⊥ = ωβα(ei)eβ ,

这说明 ωβα 是法从联络的联络形式
有了这些联络以后，我们可以对法从，切丛以及余切丛的张量积的截面求协变微分.

例如，eα 为法从的局部截面，其协变微分 ∇eα 是 T⊥M ⊗ T ∗M 的截面，定义为

∇eα = eβ ⊗ ωβα.

再如，如果

S = Sαijeα ⊗ ωi ⊗ ωj

是 T⊥M ⊗ T ∗M ⊗ T ∗M 的截面，则其协变微分定义为

∇S = Sαij,keα ⊗ ωi ⊗ ωj ⊗ ωk,

其中

Sαij,kω
k = dSαij − Sαkjωki − Sαikωkj + Sβijω

α
β .

一般的情形可类似地定义协变微分. 有了协变微分，M 的 Codazzi 方程可以写为

⊥R̄(X,Y )Z = (∇Y I)(X,Z)− (∇XII)(Y, Z).

在局部标架下，M 的第二基本形式可写为

q = hαijeα ⊗ ωi ⊗ ωj ,

于是 Codazzi 方程也可写为

R̄ijkα = hαik,j − hαjk,i,

它也可以通过对 (3.52) 两边求外微分，再利用结构方程得到
——————————————————————
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83.5 子流形几何
§3.5.3 极小子流形
设 M 为 n 维子流形，法向量

H =
1

n
trII

称为 M 的平均曲率向量. 其中 trI 表示对第二基本形式的两个协变指标求 trace 在
前一小节的记号下，有

H =
1

n
(

n∑
i=1

hαii)eα.

设 ν 为单位法向量，记

Hν =
1

n
trΠν ,

称为 ν 方向的平均曲率. 容易看出，平均曲率是主曲率的平均
平均曲率向量恒为零的子流形称为极小子流形. 极小子流形是微分几何的重要研究

对象之一，我们在这里只给出一些基本的事实和例子，
例 3.5.2. 球面的平均曲率，
考虑 Rn+1 中半径为 c 的球面 Sn(c) ：此时 ν = c−1x⃗ 为其单位外法向，如果 X 为

切向量，则

∇Xν = c−1∇X x⃗ = c−1X.

因此第二基本形式为

qν(X,Y ) = −c−1〈X,Y 〉,

平均曲率为

Hν = −c−1.

如果取单位内法向，则平均曲率为 c−1

例 3.5.3. Rn+1 中的图像
设 f(x1, · · · , xn) 为光滑函数，则 xn+1 = f(x1, · · · , xn) 定义了 Rn+1 中的超曲面，

称为函数 f 的图像. 我们来计算它的平均曲率
首先，第一基本形式可以表示为

g =

n∑
i=1

dxi ⊗ dxi + (∂ifdx
i)⊗ (∂jfdx

j) = gijdx
i ⊗ dxj ,

其中 gij = δij + ∂if∂jf , 因此 gij = δij −A−2∂if∂jf , 其中
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A = [1 +

n∑
i=1

(∂if)
2]1/2 = [1 + |∇f |2]1/2.

——————————————————————
我们取单位法向量为

ν = A−1(∂if
∂

∂xi
− ∂

∂xn+1
),

则

∇ ∂

∂xi
ν = −∂iA

A
ν +

1

A
∂i∂jf ·

∂

∂xj
.

因此

Iν(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = − 1

A
∂i∂jf,

从而第二基本形式可表示为

IIν = − 1

A
∂i∂jfdx

i ⊗ dxj ,

平局曲率为

Hν = − 1

n
gij

1

A
∂i∂jf = − 1

n
∂i(A

−1∂if).

函数 f 的图像为极小超曲面当且仅当 f 满足以下方程

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f
∂xi√

1 + |∇̄f |2

)
= 0.

下面我们讨论欧氏空间中一般的极小子流形所满足的条件. 设 f : Mk → Rn 为浸入，
M 有诱导度量 g = f∗g0 ．如果用分量表示 f ，即

f = (f1, · · · , fn),

则 g = df1⊗ df1 + · · ·+ dfn⊗ dfn. ，我们来计算 M 的平均曲率向量. 因为这可以局
部计算，我们不妨设 f 为嵌入，这样，当等同 M 与 f(M) 以后，f 就可以看成是 M

的位置向量. 特别地，对于 M 上的向量场 X 来说，X = Xf. 取 M 的局部标准正交标
架 {ei}, 则

166



H =
1

k
(∇̄eiei −∇eiei)

=
1

k
[∇̄ei(eif)− (∇eiei)f ]

=
1

k
[ei(eif)− (∇eiei)f ]

=
1

k
∆f,

其中 ∆f = (∆f1, · · · ,∆fn). 、于是我们有
推论 3.5.2. 浸入子流形 M 是 Rn 的极小子流形当且仅当浸入映射的每一个分量均

为调和函数，
因为紧致无边流形上的调和函数必为常值函数，因而还有
——————————————————————
83.5 子流形几何
推论 3.5.3. 欧氏空间中不存在紧致无边的极小子流形
接着我们考察球面的极小子流形. 先设 M̄ ⊂ Rn+1 为嵌入子流形，f : Mk → M̄ 为

浸入，M ，M̄ 的度量均为诱导黎曼度量. M 在 M̄ 和 Rn+1 中的平均曲率向量分别记
为 H 和 H̄

命题 3.5.4. H = >H̄ = 1
k>∆f , 其中 T 表示向 M̄ 的切向作投影，

证明. 记 ∇0 为 Rn+1 的联络，M 和 M̄ 的联络分别记为 ∇ ，∇ . 取 M 的局部标准
正交标架 {ei}, 则

H =
1

k
(∇0

eiei −∇eiei),H =
1

k
(∇̄eiei −∇eiei).

由 T∇0 = ∇⃗ 以及上式即知 H = >H̄
如果取 M̄ = Sn(c) 为 Rn+1 中半径为 c 的球面，则 f : M → Sn(c) 为极小浸入当

且仅当

>(∆f) = 0,

于是 ∆f 为 Sn(c) 的法向，从而存在函数 λ :M → R ，使得

∆f = λf.

由 |f |2 = c2 得

0 = ∆|f |2 = 2〈∆f, f〉+ 2|∇f |2,

于是

λc2 = −|∇f |2 = −
k∑
i=1

〈eif, eif〉 = −
k∑
i=1

〈ei, ei〉 = −k,
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其中 {ei} 是 M 的一组局部标准正交标架. 这就得到如下推论
推论 3.5.5. 如果 f : Mk → Sn(c) 为等距极小浸入，则 f 满足条件

∆f = − k
c2
f,

即 f 的每个分量均为 M 的 Laplace 算子的特征函数，特征值为 −k/c2

反之，设 f : M → Rn+1 为等距浸入，满足条件 ∆f = λf ，其中 λ 为 M 上处处非
零的函数. 这说明，作为位置向量，f 在 M 上是法向. 因此，对 M 的任意切向量 X ，
均有

X|f |2 = 2〈Xf, f〉 = 2〈X, f〉 = 0,

从而 |f |2 = c2 为常数，即 f(M) ⊂ Sn(c) ：这时 M 为 Sn(c) 的极小子流形，且
λ = −k/c2 ．总结一下，我们就得到了如下结果

——————————————————————
定理 3.5.6(Takahashi). 设 f : Mk → Rn+1 为等距浸入. 则下列几条是等价的：
(1) f(M) 为 Sn(c) 的极小浸入子流形；
(2) ∆f = − k

c2 f

(3) ∆f = λf ，其中 λ 为 M 上处处非零的函数，
这个定理可以用来构造球面极小子流形的许多例子
例 3.5.4.Veronese 曲面
考虑映射 f : S2(

√
3)→ S4 其中

f(x, y, z) = (
1√
3
xy,

1√
3
xz,

1√
3
yz,

1

2
√
3
(x2 − y2), 1

6
(x2 + y2 − 2z2)).

直接的计算表明，f 为等距浸入，为了说明它还是极小浸入，我们要在球面上计算
函数的 Laplace
一般地，设 ϕ 为 Rn+1 上的光滑函数，我们来比较球面 Laplace 算子 ∆ 和 Rn+1 的

Laplace 算子 ∆ 作用于 ϕ 的区别. 为此，取 Sn(c) 的局部标准正交标架 {ei}, 则

∆ϕ =

n∑
i=1

(ei(eiϕ)−∇eieiϕ).

取 ν = c−1x⃗ 为单位外法向，则

∆̄ϕ =

n∑
i=1

(ei(eiϕ)− ∇̄eieiϕ) + (ν(νϕ)− ∇̄ννϕ).

于是
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∆ϕ = ∆̄ϕ+ nHϕ− (ν(νϕ)− ∇̄ννϕ)

= ∆̄ϕ− n

c
νϕ− 1

c2
xi∂i(x

j∂jϕ) +
1

c
νϕ

= ∆̄ϕ− n− 1

c2
xi∂iϕ−

1

c2
xi∂i(x

j∂jϕ).

口利用上式很容易验证 ∆f = −2f ，由 Takahashi 定理即知 f 为极小浸入
从上面的计算中可以看出，如果 l 为球面 Sn(c) 上的线性函数，则

∆Sn(c)l = −
n

c2
l,

我们可以利用上式寻找一类乘积球面，使得它们是单位球面里的极小子流形
例 3.5.5.Clifford 极小超曲面.
——————————————————————
83.5 子流形几何
设 Sr(a) 和 Ss(b) 分别为半径 a, b 的球面，r+ s = n . 如果 a2 + b2 = 1 ，则乘积流

形 Sr(a)× Ss(b) 是单位球面 Sn+1 的超曲面. 记

x =
(
x1, x2

)
∈ Sr(a)× Ss(b),

则

∆x = (∆Sr(a)x1,∆Ss(b)x2) = −(
r

a2
x1,

s

b2
x2).

Sr(a)× Ss(b) 为极小超曲面当且仅当 ∆x = −nx ，即

r = na2, s = nb2.

从上式解出

a =
√
r/n, b =

√
s/n.

这说明 Sr(
√
r/n)× Ss(

√
s/n) 为 Sn+1 的极小超曲面，其中 r + s = n ．例如口

S1(
√
1/2)× S1(

√
1/2) 是 S3 中的极小曲面，称为 Clifford 环面

最后，我们指出极小子流形实际上是体积泛函的临界点，为此先引入光滑变分的概
念. 设 M 为紧致带边流形（边界可能为空集）
定义 3.5.1. 设 f : M → M̄ 为浸入，f 的一个光滑变分是指满足下列条件的光滑映

射 F : M × (−c, c)→ M̄

(i) 每一个映射 ft = F (·, t) 均为从 M 到 M̄ 的浸入；
(i f0 = f

(ii) ft|∂M = f |∂M ，∀ t ∈ (−c, c)
设 ḡ = 〈, 〉 为 M̄ 上的黎曼度量，记 gt = g(t) = f∗t ḡ, 则 {gt} 为 M 上的一族度量，

我们研究体积 Vol(M, gt) 如何随 t 变化. 为此，取 (M, g0) 的局部标准正交标架 {ei} ，
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其对偶标架为 {ωi} . 于是

gt = gij(t)ω
i ⊗ ωj ,

其中 gij(t) = gt(ei, ej) = ḡ(ft∗ei, ft∗ej) ：因此有

Vol(M, gt) =

∫
M

Ωt =

∫
M

√
Gt ω

1 ∧ · · · ∧ ωn,

其中 Gt = det(gij(t))
M × (−c, c) 上的局部标架 {ei, ∂∂t} 在 F 下的像记为 {ei(t), V (t)} ．容易看出

[ei(t), V (t)] = 0 . 我们如下计算体积关于 t 导数：

d

dt
Vol(M, gt) =

∫
M

d

dt

√
Gt ω

1 ∧ · · · ∧ ωn

=

∫
M

1

2
G

−1/2
t

d

dt
Gt ω

1 ∧ · · · ∧ ωn

=

∫
M

1

2
gij(t)g′ij(t)Ωt.

——————————————————————
记 ḡ 的联络为 ∇. 则进一步有

1

2
gij(t)g′ij(t) =

1

2
gij(t)V (t)〈ei(t), ej(t)〉

= gij(t)〈∇V (t)ei(t), ej(t)〉 = gij(t)〈∇ei(t)V (t), ej(t)〉

= gij(t)〈∇̄e1(t)>V (t), ej(t)〉 − trgtI⊥V (t)

= gij(t)〈∇ei(t)>V (t), ej(t)〉 − trgtI⊥V (t)

= divgt(>V (t))− trgtΠ⊥V (t),

其中 >V (t) >V (t) >V (t), ⊥V (t) �V(t) ⊥V (t) 分别表示向 M 的切向和法向作投影.
注意到 V (t)

∣∣
∂M

= 0 ，利用 Stokes 公式，最后得到如下的体积第一变分公式

d

dt
Vol(M, gt) = −

∫
M

n〈Ht, V (t)〉Ωt,

其中 Ht 是 (M, gt) 的平均曲率. 由此可见，如果 (M, g0) 为极小子流形，则

d

dt

∣∣∣
t=0

Vol(M, gt) = 0.

我们将 V (t) = ∂ft
∂t 称为 M 的变分场．当 V (0) 总是沿着 M 的法向时，称变分 {ft}

是法向变分，此时无须边界条件，(3.60）式对 t = 0 仍成立
以上说明极小子流形是体积泛函的临界点. 然而，如果想了解极小子流形的体积是

否在变分下是最小的，就必须计算体积泛函的第二变分，
我们先引进几个概念，在 M 的法从 T⊥M 上我们已经定义过联络 ∇ . 对于法向量
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场 ξ. 定义其 Laplace 为

∆ξ = tr∇2ξ = ∇ei∇eiξ −∇∇ei
eiξ,

定义沿 ξ 方向的 Ricci 曲率向量为

Ric(ξ) =
n∑
i=1

⊥R̄(ei, ξ)ei,

其中 {ei} 是 (M, g0) 的局部标准正交标架. 如果 ζ 为另一法向，则

〈Ric(ξ), ζ〉 = 〈R̄(ei, ξ)ei, ζ〉 = 〈R̄(ei, ζ)ei, ξ〉

= 〈Ric(ζ), ξ〉.

最后，定义

Π ◦ΠT (ξ) = Πξ(ei, ej)Π(ei, ej) = 〈ξ,Π(ei, ej)〉Π(ei, ej),

容易验证这个定义与标架的选取无关，且

〈I ◦ IT (ξ), ζ〉 = 〈I ◦ IT (ζ), ξ〉.

——————————————————————
83.5 子流形几何
设 f : M → M̄ 为极小浸入，{ft} 为法向变分，变分场在 M 上满足条件

ν|∂M = V (0)|∂M = 0.

我们来计算体积 Vol(M, gt) 在 t = 0 的二阶导数

d2

dt2

∣∣∣
t=0

Vol(M, gt) = −
∫
M

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈nHt, V (t)〉Ω0 − 〈nH0, ν〉
d

dt

∣∣∣
t=0

Ωt

= −
∫
M

d

dt

∣∣∣
t=0
〈nHt, V (t)〉Ω0,

其中

d

dt

∣∣∣
t=0
〈nHt, V (t)〉 = d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈gij(t)(∇̄ei(t)ej(t)−∇ei(t)ej(t)), ⊥ V (t)〉

=
dgij

dt
(0)Iν(ei, ej) + 〈∇̄ν(∇̄ei(t)ei(t)−∇ei(t)ei(t)), ν〉|t=0

+ 〈nH0, ∇̄ν⊥V (t)〉

=
dgij(0)

dt
Iν(ei, ej) + 〈∇ν(∇ei(t)ei(t)−∇ei(t)ei(t)), ν〉|t=0.
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利用 gij(0) = δij 得

0 =
d

dt
(gik(t)gkj(t)) =

dgij

dt
(0) +

dgij
dt

(0),

于是有

dgij

dt
(0) = −dgij

dt
(0) = −V (t)〈ei(t), ej(t)〉

∣∣∣
t=0

= −〈∇̄νei(t), ej〉
∣∣∣
t=0
− 〈ei, ∇̄νej(t)〉

∣∣∣
t=0

= −〈∇̄eiν, ej〉 − 〈ei, ∇̄ejν〉

= 2IIν(ei, ej).

当 t = 0 时

〈∇̄ν∇̄ei(t)ei(t), ν〉 = 〈R̄(ei, ν)ei, ν〉+ 〈∇̄ei∇̄νei(t), ν〉

= 〈Ric(ν), ν〉+ 〈∇ei∇eiν, ν〉

= 〈Ric(ν), ν〉+ 〈∇ei(∇eiν +>∇̄eiν), ν〉

= 〈Ric(ν), ν〉+ 〈∇ei∇eiν, ν〉 − 〈>∇̄eiν,>∇̄eiν〉

= 〈Ric(ν), ν〉+ 〈∇ei∇eiν, ν〉 − 〈Πν(ei, ej)ej ,Πν(ei, ek)ek〉

= 〈Ric(ν), ν〉+ 〈∇ei∇eiν, ν〉 − Iν(ei, ej)Iν(ei, ej)

——————————————————————
第三章流形的几何
此外

〈∇ν∇ei(t)ei(t),⊥ V (t)〉 = −〈∇eiei,∇ν⊥V (t)〉

= −〈∇eiei, ej〉〈∇̄ν⊥V (t), ej〉

= 〈∇eiei, ej〉〈ν, ∇̄νej〉 = 〈∇eiei, ej〉〈ν, ∇̄ejν〉

=
1

2
〈∇eiei, ej〉ej〈ν, ν〉

=
1

2
∇eiei〈ν, ν〉 = 〈∇∇ei

eiν, ν〉.

将以上这些计算综合起来，最后得到体积第二变分公式

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

Vol(M, gt) =

∫
M

−〈∆ν + Ric(ν) + Π ◦ΠT (ν), ν〉Ω0.

如果极小子流形体积的第二变分总是非负的，则称它是稳定的极小子流形. 如果边
界相同的子流形中 M 的体积最小，则当然 M 是稳定的极小子流形
例 3.5.6. 极小图像的稳定性.
设 f 是定义在区域 D ⊂ Rn 上的光滑函数，f 的图像记为 M ，它是 Rn+1 中的超
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曲面. 设 M 是极小超曲面，则 f 满足方程 (3.58). 设 N 是 D×R 中的另一超曲面，且
∂N = ∂M ，我们来说明必有 Vol(N) ⩾Vol(M)

事实上，考虑 D × R 中的向量场

ν = (1 + |∇f |2)−1/2(∂1f, · · · , ∂nf,−1),

ν 限制在 M 上是单位法向量场. 由（3.58）知 divν = 0. 记 Σ 为 Rn+1 中由 M 及
N 围成的区域，则

0 =

∫
Σ

divνΩΣ =

∫
∂Σ

〈ν, n⃗〉Ω∂Σ,

其中 n⃗ 为边界 ∂Σ =M −N 的单位法向. 于是

Vol(M) =

∫
M

〈ν, n⃗〉ΩM =

∫
N

〈ν, n⃗〉ΩN

⩽
∫
N

|ν||n|ΩN = Vol(N).

这说明 M 体积最小
对于极小超曲面，其体积第二变分公式可以化简. 假定 M 可定向，取其单位法向量

场 n⃗ ，则变分场 ν 可以表示为 ν = ϕn⃗ ，其中 ϕ 是 M 上的函数，且在边界 ∂M 上为
零. 对于 M 的切向量场 X ，由

〈∇̄X n⃗, n⃗〉 =
1

2
X〈n⃗, n⃗〉 = 0

——————————————————————
83.5 子流形几何
知 ∇X n⃗ = 0 . 因此

∆ν = ∇ei∇ei(ϕn⃗)−∇∇ei
ei(ϕn⃗) = (∆ϕ)n⃗.

其次，

〈Ric(ν), ν〉 = ϕ2〈R̄(ei, n⃗)ei, n⃗〉 = ϕ2Ric(n⃗, n⃗).

最后，

〈Π ◦ΠT (ν), ν〉 = ϕ2
∑
i,j

Π2
n⃗(ei, ej) = ϕ2|A|2,

其中 |A|2 =
∑
i,j Π

2
n⃗(ei, ej) ·|A|2 也可表示为主曲率的平方和. 总之，极小超曲面

的体积第二变分公式成为
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d2

dt2

∣∣∣
t=0

Vol(M, gt) =

∫
M

(
−ϕ∆ϕ− ϕ2[Ric(n⃗, n⃗) + |A|2]

)
Ω

=

∫
M

(
|∇ϕ|2 − ϕ2[Ric(n⃗, n⃗) + |A|2]

)
Ω.

因此，M 为稳定极小超曲面当且仅当对任何具有紧支集的光滑函数 ϕ, 下式成立∫
M

ϕ2[Ric(n⃗, n⃗) + |A|2]Ω ⩽
∫
M

|∇ϕ|2Ω,

其中 Ω 为 M 的体积形式，Ric 表示 M̄ 的 Ricci 张量. 特别地，Rn+1 中的极小超曲
面是稳定的当且仅当 ∫

M

ϕ2|A|2Ω ⩽
∫
M

|∇ϕ|2Ω.

我们知道，极小图像是体积最小的，因而也是稳定的. 有名的 Bernstein 定理告诉我
们，定义在整个平面上的极小图像必定是某个平面. 这个定理的自然推广是去研究一般
维数的极小图像.1965 年，deGiorgi 证明了 3 维的整体极小图像必定是线性的.1966 年，
Almgren 证明了 4 维的情形.Simons 在 1967 年解决了维数不超过 7 的情形. 不过，当
维数大于 7 时，Bombieri,deGiorgi 和 Giusti 在 1969 年找到了非线性的整体极小图像
§3.5.4 黎曼淹没
设 π : M̄ →M 为光滑淹没. 令 Vp =Kerπ∗p ，∀ p ∈ M̄ ·{Vp} 组成了 TM̄ 的子从，

记为 V ，称为垂直子从. 设 ḡ, g 9 g 分别为 M̄ ，M 上的黎曼度量，记 Hp = ⊥Vp 为
Vp 的正交补，{Hp} 组成的子从称为水平子从. 如果对所有的 p

π∗
∣∣
Hp

: Hp → Tπ(p)M

均为保持内积的等距同构，则称 π 为黎曼淹没. 以下我们主要研究 (M̄, ḡ) 和 (M, g)

的一些几何量之间的联系，先看淹没的两条基本性质
——————————————————————
·设 X 为 M 上的切向量场，则存在惟一的 M̄ 上的向量场 X̄ ，使得 X̄ ∈ Γ(H) 且

π∗(X̄) = X . X̄ 称为 X 的水平提升. 惟一性是显然的，下面考虑存在性
事实上，根据淹没的局部表示，在一定的局部坐标系中 π 可以写为

π(x1, · · · , xn+p) = (x1, · · · , xn),

其中 dim M̄ = n+ p ，dimM = n . 我们仍然规定指标 i, j, k k k 等的取值范围从 1
到 n ，而 α, β, γ γ 等的取值范围为 n+ 1 到 n+ p ．在此局部坐标系中，向量场 X 可
表示为

X = ai(x1, · · · , xn) ∂

∂xi
,

也可将它视为 M̄ 上的局部向量场. 令

bα(x) = −ḡαβ ḡ(X, ∂

∂xβ
),
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记 X̄ = X + bα(x) ∂
∂xα , 则由 bα 的定义可知

ḡ(X̄,
∂

∂xβ
) = 0, ∀ β.

这说明 X 是水平向量场（即 X̄ ∈ Γ(H) ）. 显然，π∗(X̄) = X

·设 σ : [a, b] → M 为 (分段) 光滑曲线，则任给 p ∈ π−1(σ(a)) ，存在惟一的（分
段) 光滑曲线 σ̄ : [a, b]→ M̄ ，使得

σ̄(a) = p, ˙̄σ ∈ Hσ̄, π(σ̄) = σ.

σ̄ 称为 σ 的水平提升，
我们仍然在局部坐标中求解. 记 σ(t) = (σ1(t), · · · , σn(t)) 令

σ̄ = (σ1(t), · · · , σn(t), τn+1(t), · · · , τn+p(t)),

其中 τα 为待定函数. 此时

˙̄σ(t) = σ̇i(t)
∂

∂xi
+ τ̇α(t)

∂

∂xα
.

条件 ˙̄σ ∈ Hσ̄ 等价于

ḡ(σ̇,
∂

∂xβ
) + τ̇α(t)ḡαβ = 0, ∀ β.

这是关于 τ̇α(t) 的一阶线性常微分方程组，在给定初值的情况下，它的解是惟一存
在的

——————————————————————
83.5 子流形几何
以下我们用记号 T, U, V V V 等表示垂直向量场，X ，Y ，Z 等表示水平向量场，X

等表示水平提升. V ∇ ∇, ∇ V ∇ 分别表示 M M̄ M̄ , M M M 上的 Levi-Civita 联络.
引理 3.5.7. 设 X X̄ X̄, Ȳ Y Ȳ 分别为 X X X,Y Y Y 的水平提升，则 [X̄, Ȳ ]vp 只依

赖于 X̄ 和 Ȳ 在 p 处的值. 这里，上标 v 表示到 Vp 的正交垂直投影.
证明. 任取垂直向量场 T ，则有

〈[X̄, Ȳ ], T 〉 = 〈∇̄X̄ Ȳ − ∇̄Ȳ X̄, T 〉

= X̄〈Ȳ , T 〉 − 〈Ȳ ,∇XT 〉 − Ȳ 〈X̄, T 〉+ 〈X̄,∇Y T 〉

= 〈X̄,∇Y T 〉 − 〈Ȳ ,∇XT 〉.

由联络的性质即知引理的结论成立
注. 我们也可以通过说明 [X̄, Ȳ ]v 关于 X̄, Ȳ 函数线性来证明引理
引理 3.5.8. 设 V 为垂直向量场，X̄ 为 X 的水平提升，则 [V, X̄] 仍为垂直向量场.
证明. 由命题 2.1.2 知
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π∗[V, X̄] = [π∗V, π∗X̄] = [0, X] = 0,

因此 [V, X̄] 为垂直向量场
引理 3.5.9. 设 X X̄ X̄, Ȳ Y Ȳ 分别为 X,Y 的水平提升，则

∇̄X Ȳ = ∇XY +
1

2
[X̄, Ȳ ]v.

证明. 我们分别考虑 ∇X Ȳ 的垂直分量和水平分量. 首先，由上述引理可知

〈[X̄, Ȳ ], Z̄〉 = 〈[X,Y ], Z〉, 〈[X̄, T ], Ȳ 〉 = 0,

其中 T 为垂直向量场. 由定理 3.2.4 的证明可知

2〈∇̄X Ȳ , T 〉 = X̄〈Ȳ , T 〉+ Ȳ 〈X̄, T 〉 − T 〈X̄, Ȳ 〉

+ 〈[X,Y ], T 〉 − 〈[X,T ], Y 〉 − 〈[Y, T ], X〉.

因为 T 为垂直向量场，故 T 〈X̄, Ȳ 〉 = T 〈X,Y 〉 = 0 . 于是上式可写为

2〈∇̄X̄ Ȳ , T 〉 = 〈[X̄, Ȳ ], T 〉,

这说明 ∇̄X̄ Ȳ 的垂直分量为 1
2 [X̄, Ȳ ]v

——————————————————————
另一方面，

2〈∇̄X Ȳ , Z̄〉 = X̄〈Ȳ , Z̄〉+ Ȳ 〈X̄, Z̄〉 − Z̄〈X̄, Ȳ 〉

+ 〈[X,Y ], Z〉 − 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉

= 2〈∇XY, Z〉 = 2〈∇XY ,Z〉,

这说明 ∇̄X Ȳ 的水平分量为 ∇XY
注. 由此引理可知，如果 σ 为 M 上的测地线，则其水平提升 σ̄ 也为 M̄ 的测地线
有了以上这些准备，我们可以计算曲率了，首先

〈∇̄X̄∇̄Ȳ Z̄, W̄ 〉 = X̄〈∇̄Ȳ Z̄, W̄ 〉 − 〈∇̄Ȳ Z̄, ∇̄X̄W̄ 〉

= X〈∇Y Z,W 〉 − 〈∇Y Z,∇XW 〉 −
1

4
〈[Ȳ , Z̄]v, [X̄, W̄ ]v〉

= 〈∇X∇Y Z,W 〉 −
1

4
〈[Ȳ , Z]v, [X̄, W̄ ]v〉.

其次，当 T 为垂直向量场时，

〈∇̄T X̄, Ȳ 〉 = 〈∇̄XT, Ȳ 〉+ 〈[T, X̄], Ȳ 〉

= X̄〈T, Ȳ 〉 − 〈∇̄X̄ Ȳ , T 〉

= −1

2
〈[X,Y ]v, T 〉.
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于是有

〈∇[X̄,Ȳ ]Z,W 〉 = 〈∇̄[X̄,Ȳ ]hZ̄, W̄ 〉+ 〈∇̄[X̄,Ȳ ]v Z̄, W̄ 〉

= 〈∇[X,Y ]Z,W 〉 −
1

2
〈[Z̄, W̄ ]v, [X̄, Ȳ ]v〉.

其中，上标 h 表示水平投影. 最后得到曲率等式

R̄(X̄, Ȳ , Z̄, W̄ ) = R(X,Y, Z,W ) +
1

4
〈[X̄, W̄ ]v, [Ȳ , Z̄]v〉

− 1

4
〈[X̄, Z̄]v, [Ȳ , W̄ ]v〉 − 1

2
〈[X̄, Ȳ ]v, [Z̄, W̄ ]v〉.

特别地，

R(X,Y,X, Y ) = R(X,Y,X, Y )− 3

4
|[X̄, Ȳ ]v|2.

上面两式称为 ONeill 公式
例 3.5.7. 复投影空间的度量
考虑 2n+ 1 维球面

S2n+1 = {z = (z1, · · · , zn+1) ∈ Cn+1 |
n+1∑
i=1

|zi|2 = 1},

——————————————————————
83.5 子流形几何
记 zi = xi +

√
−1yi, 则 S2n+1 上的黎曼度量为

ḡ =

n+1∑
i=1

(dxi ⊗ dxi + dyi ⊗ dyi).

按照定义，复投影空间 CPn 为

CPn = S2n+1/ ∼,

其中 z ∼ w 当且仅当存在 λ ∈ S1, 使得 z = λw 、任给单位复数 µ ∈ S1 ，映射

φµ : S2n+1 → S2n+1, φµ(z) = µz

是等距同构，因而在商空间 CPn 上存在黎曼度量 g, 使得商投影

π : S2n+1 → CPn, π(z) =
[
z
]

为黎曼淹没
任取 z0 ∈ S2n+1 ．则经过 z0 的纤维为 π−1([z0]) = {λz0 | λ ∈ S1} ：我们来寻找纤

维的切空间 (垂直空间). 为此，定义线性同构 J : TCn+1 → TCn+1 如下
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J(
∂

∂xi
) =

∂

∂yi
, J(

∂

∂yi
) = − ∂

∂xi
.

球面 S2n+1 的位置向量记为 z⃗ = xi ∂
∂xi + yi ∂

∂y1 则

Jz⃗ = xi
∂

∂yi
− yi ∂

∂xi
,

不难看出，Jz⃗ 为纤维的单位切向量，它张成了垂直空间
设 X, Ȳ Y Y 为水平向量场. 则

〈∇X̄ Ȳ , J z⃗〉 = −〈Ȳ , ∇̄X̄Jz⃗〉

= −〈Ȳ , JX̄〉 = 〈X̄, JȲ 〉.

因此

〈[X,Y ], Jz⃗〉 = 2〈X̄, JȲ 〉.

由 [X̄, Ȳ ]v = 〈[X̄, Ȳ ], Jz⃗〉Jz⃗ 以及 ONeill 公式得

KCPn(X,Y ) = 1 + 3〈X̄, JȲ 〉2,

其中 X,Y 为 CPn 上任意两个单位正交切向量. 这说明 CPn 的截面曲率介于 1 口
和 4 之间.
习题 3.5
——————————————————————
1. 将本节内容和古典微分几何课程中的内容对照，看看有何不同 2. 详细验证子流形

上定义的算子 ∇XY 是 Levi-Civita 联络 3. 如果 M M M , N N N 分别是 M̄ ，N 的全
测地子流形，则 M ×N 也是 M̄ × N̄ 的全测地子流形 4. 用 Gauss 方程计算 Rn+1 半
径为 c 的球面 Sn(c) 的曲率 5. 设 f : M̄ → R 为光滑函数，c 为正则值. 计算水平集 M

= f−1(c) 的平均曲率 6. 设 f : M̄ → S1 为光滑函数，c 为正则值. 研究子流形 f−1(c)

的曲率 7. 设 M 为 Rn+1 (n ⩾ 3 ）中的连通超曲面，如果 M 的截面曲率为常数，则要
么 M 是某个超平面，要么是某个 n 维球面 8. 设 f : (M, g) → (N,h) 为黎曼流形之间
的光滑映射. 令

E(f) =
1

2

∫
M

trgf∗h,

称为 f 的能量. 求能量泛函的变分，并导出临界点方程（满足临界点方程的映射称
为调和映照）

83.6 齐性空间
本节继续提供黎曼流形的若干自然的例子，它们均与 Lie 群有关
S3.6.1Lie 群和不变度量
设 G 为光滑 Lie 群. 我们知道，Lie 群的左移变换和右移变换都是微分同胚如果左

移均为黎曼度量的等距同构，则称该度量是左不变的；如果右移均为黎曼度量的等距同
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构，则称该度量是右不变的. 当黎曼度量既是左不变，又是右不变时，称它是双不变度
量
命题 3.6.1.Lie 群 G 上总存在左（右）不变的黎曼度量
证明. 在单位元 e 处的切空间 TeG 上任取内积 〈, 〉e ．通过左移将此内积移至任意切

空间，就得到了左不变的黎曼度量. 具体来说，令

〈X,Y 〉g = 〈(Lg−1)∗X, (Lg−1)∗Y 〉e, ∀X,Y ∈ TgG.

于是 〈, 〉g 为 TgG 上的内积，它光滑依赖于 g, 因此定义了 G 上的黎曼度量. 任给
h ∈ G, 则

〈(Lh)∗X, (Lh)∗Y 〉g = 〈(Lg−1)∗(Lh)∗X, (Lg−1)∗(Lh)∗Y 〉

= 〈(Lg−1h)∗X, (Lg−1h)∗Y 〉e = 〈X,Y 〉h−1g,

——————————————————————
83.6 齐性空间
这说明我们定义的黎曼度量是左不变的. 右不变的度量可通过右移类似构造，口
注. 设 {Xi} 是 G 上一组左不变向量场组成的基，它们的对偶基记为 {ωi}, 则∑
ωi ⊗ ωi 就是 G 上左不变的黎曼度量
设 g ∈ G 考虑共轭作用

Rg−1 ◦ Lg : G→ G, h 7→ ghg−1,

这是群 G 的自同构，它保持单位元不变，故其切映射 Adg 为 G 的 Lie 代数 g 的一
个自同构，显然，Adg1g2 = Adg1Adg2 ，因此有群同态

Ad : G→ Aut(g),

它称为 Lie 群 G 的伴随表示
命题 3.6.2.Lie 群 G 上存在双不变度量当且仅当 TeG 上存在内积，使得 Adq 均保持

此内积不变，
证明. 设 〈, 〉 为双不变度量. 则 Rg−1 ◦ Lg 均为等距同构，从而在单位元处的切映射

Adg 保持 TeG 上的内积 〈, 〉e 不变
反之，假设 TeG 上的内积 〈, 〉e 在 Adg 下均保持不变. 将此内积左移为左不变度量

〈, 〉. 、利用等式

Lh ◦ (Rg−1 ◦ Lg) = Rg−1 ◦ Lh ◦ Lg = Rg−1 ◦ Lhg

即知右移 Rg−1 也保持此度量不变，因此 〈, 〉 为双不变度量
因为 Ad 为 Lie 群之间的群同态，因此它诱导了 Lie 代数之间的同态

ad = Ad∗e : g→ gl(g).
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通常记 adX = ad(X) = Ad∗e(X) , X ∈ g

例 3.6.1. 一般线性群的伴随表示，
考虑 Lie 群 G = GL(n,R) . 设 C ∈ gl(n,R) ，则

AdB(C) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(BetCB−1) = BCB−1.

因此，当 D ∈ gl(n,R) 时

adD(C) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(etDCe−tD) = [D,C].

完全类似地，对于一般的 Lie 群 G′ ，也有

adX(Y ) = [X,Y ], ∀X,Y ∈ g.

——————————————————————
设 〈, 〉 为 G 上的左不变度量．如果 X,Y Y Y 均为左不变向量场，则 〈X,Y 〉 为常

数. 因此 Levi-Civita 联络 ∇ 满足等式

2〈∇XY, Z〉 = 〈[X,Y ], Z〉 − 〈Y, [X,Z]〉 − 〈X, [Y, Z]〉,

其中 X,Y, Z Z Z 均为左不变向量场. 上式可改写为

∇XY =
1

2
{[X,Y ]− (adX)∗(Y )− (adY )

∗(X)},

其中 A=80 表示线性算子 A 的伴随算子
如果 W 也是左不变向量场，则由 Y 〈∇XZ,W 〉 = 0 可得

〈∇Y∇XZ,W 〉 = −〈∇XZ,∇YW 〉,

因此有

R(X,Y, Z,W ) = 〈∇XW,∇Y Z〉 − 〈∇XZ,∇YW 〉+ 〈∇[X,Y ]Z,W 〉.

特别地，利用（3.64）得

R(X,Y,X, Y ) = |(adX)∗(Y ) + (adY )
∗(X)|2 − 〈(adX)∗(X), (adY )

∗(Y )〉

− 3

4
|[X,Y ]|2 − 1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉+ 1

2
〈[[X,Y ], X], Y 〉.

如果 〈, 〉 是双不变度量，则 (adX)∗ = −adX ，因此 (3.64) 可简化为

∇XY =
1

2
[X,Y ].

特别地，∇XX = 0 ，这说明左不变向量场的流线为测地线. 此时曲率张量可写为
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R(X,Y, Z,W ) =
1

4
〈[X,W ], [Y, Z]〉 − 1

4
〈[X,Z], [Y,W ]〉 − 1

2
〈[[X,Y ], Z],W 〉.

利用 Jacobi 恒等式，得

〈[[X,Y ], Z],W 〉 = 〈[X, [Y, Z]],W 〉+ 〈[Y, [Z,X]],W 〉,

再利用 (adX)∗ = −adX 得

〈[[X,Y ], Z],W 〉 = −〈[Y, Z], [X,W ]〉 − 〈[Z,X], [Y,W ]〉.

代入曲率张量的方程，最后有

R(X,Y, Z,W ) =
1

4
〈[X,Z], [Y,W ]〉 − 1

4
〈[X,W ], [Y, Z]〉.

特别地

R(X,Y,X, Y ) =
1

4
|[X,Y ]|2,

因此双不变度量的截面曲率都是非负的
下面我们研究双不变度量的存在性
——————————————————————
83.6 齐性空间
命题 3.6.3. 在紧致李群 G 上总存在双不变度量
证明. 在 G 上取一个右不变的体积形式 ω ，比如 ω 可取为某右不变度量的体积形

式. 再任取 TeG 上的内积 〈, 〉e ，定义一个新内积 〈, 〉 如下：

〈X,Y 〉 =
∫
G

〈Adg(X), Adg(Y )〉eω(g).

任给 h ∈ G ，有

〈Adh(X), Adh(Y )〉 =
∫
G

〈Adgh(X), Adgh(Y )〉eω(g).

因为右移是保持 ω 不变的微分同胚，故∫
G

〈Adgh(X), Adgh(Y )〉eω(g) =
∫
G

〈Adgh(X), Adgh(Y )〉e(Rh−1)∗ω(g)

=

∫
G

〈Adgh(X), Adgh(Y )〉eω(gh)

=

∫
G

〈Adk(X), Adk(Y )〉eω(k),

这说明 〈Adh(X), Adh(Y )〉 = 〈X,Y 〉, 因此内积 <，）诱导的黎曼度量是 G 上的双不
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变度量. 口
例 3.6.2. 双曲空间的 Lie 群模型
考虑二维 Lie 群

G =

{(
x y

0 1

)∣∣∣∣x > 0, y ∈ R

}
.

G 的 Lie 代数为

g =

{(
a b

0 0

) ∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

}
.

取其基为

X =

(
1 0

0 0

)
, Y =

(
0 1

0 0

)
,

则

[
X,Y

]
= XY − Y X = Y.

在 G 上定义左不变度量，使得 {X,Y } 为标准正交基，则 Levi-Civita 联络满足

∇XX = ∇XY = 0, ∇YX = −Y, ∇Y Y = X.

曲率算子计算为

R(X,Y )X = ∇Y∇XX −∇X∇YX +∇[X,Y ]X = ∇YX = −Y,

这说明 G 的截面曲率恒为-1
——————————————————————
例 3.6.3. SO(3) 与缩度量，
我们知道，SO(3) 的 Lie 代数为 so(3) = {A ∈ gl(3) | A+ AT = 0} . 在 Lie 代数中

可取一组基 X1 ，X2 ，X3 使得[
X1, X2

]
= 2X3,

[
X2, X3

]
= 2X1,

[
X3, X1

]
= 2X2.

取 0 < ε ⩽ 1 在 SO(3) 上定义左不变度量 gε ，使得 {ε−1X1, X2, X3} 为标准正交
基. 计算出 Levi-Civita 联络满足

∇X1
X1 = 0, ∇X1

X2 = (2− ε2)X3, ∇X1
X3 = (ε2 − 2)X2,

∇X2X1 = −ε2X3, ∇X2X2 = 0, ∇X2X3 = X1,

∇X3X1 = ε2X2, ∇X3X2 = −X1, ∇X1X3 = (ε2 − 2)X2.

曲率算子计算为
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R(X1, X2)X1 = ε4X2, R(X1, X2)X2 = −ε2X1, R(X1X2)X3 = 0;

R(X2, X3)X1 = 0, R(X2, X3)X2 = (4− 3ε2)X3, R(X2X3)X3 = (3ε2 − 4)X2;

R(X3, X1)X1 = −ε4X3, R(X3, X1)X2 = 0, R(X3X1)X3 = ε2X1.

由此可见，ge 的截面曲率介于 ε2 与 4− 3ε2 之间. 当 ε→ 0 时，〈SO(3), ge〉 的体积
口趋于零. 这一列度量称为 SO(3) 上的坍缩度量

3.6.2����
设 G 为连通 Lie 群，H 为其闭子群. H 在 G 中的左陪集的全体记为 G/H, 定义投

影

π : G→ G/H, π(g) = [gH ].

我们在 G/H 上定义商拓扑，即 U 为 G/H 中的开集当且仅当 π−1(U) 为 G 中的开
集. 在此拓扑下 π 为开映射

G/H 称为齐性空间. 在商拓扑下，G/H 是 Hausdorf 空间. 事实上，设 [σH] 6= [τH]

，则 τ−1σ /∈ H 因为 H 为闭子群，且群的运算是连续的，故存在 σ 的开邻域 V 和 τ

的开邻域 W ，使得

τ ′−1σ′ /∈ H, ∀ σ′ ∈ V, τ ′ ∈W.

这说明 π(V ) ，π(W ) 分别是 [�H]
[
σH
]
[σH], [τH] [H] [τH] 的不交开邻域

因为 Lie 群 G 是 A2 空间，故 G/H 也是 A2 空间. 利用闭子群的结构，可以进一步
说明 G/H 上存在惟一的微分结构，使得 G/H 为光滑流形，且 π 为光滑淹没当 H 为
正规子群时，G/H 仍为 Lie 群

——————————————————————
83.6 齐性空间
G 上的左移 Lg 也可定义在 G/H 上：Lg[σH] = [gσH ] ．左移 Lg 常简记为 g 因此

我们就得到了 Lie 群 G 在齐性空间 G/H 上的作用

G×G/H → G/H, (g, [σH]) 7→ g[σH] = [gσH ].

因为 g′g−1[gH ] = [g′H] ，故这个作用是可迁的. 这是为什么将 G/H 称为齐性空间
的原因
一般地，如果 M 为黎曼流形，其等距变换群 I(M) 作用于自身．如果此作用是可迁

的，则

M = I(M)/Ĥ,

其中 Ĥ 为某一固定点的迷向子群
例 3.6.4. 球面与正交群

183



设 O(n) 为 n × n 实正交矩阵组成的正交变换群. O(n) 自然地作用于 Rn ，并且
保持标准内积不变，从而保持向量的长度不变. 特别地，我们就得到 O(n) 在单位球面
Sn−1 上的作用：

O(n)× Sn−1 → Sn−1, (A, v) 7→ Av,

其中 v ∈ S′n−1 看成单位长度的列向量.这个作用是可迁的：任给 v1 ∈ Sn−1 将 {v1}
扩充为 Rn 的一组标准正交基 {v1, v2, · · · , vn}. 这 n 个列向量排成的 n 阶方阵记为 A ，
这是正交矩阵，且

Ae1 = v1, e1 = (1, 0, · · · , 0)T .

由此易见，任给 v, w ∈ Sn−1 ，均存在正交矩阵 B ∈ O(n) ，使得 Bv = w

考虑 en = (0, 0, · · · , 0, 1)T ∈ Sn−1 ．如果 A ∈ O(n) 保持 en 不动，则 A 必定形如

A =

(
B 0

0 1

)
,

其中 B ∈ O(n − 1) . 这说明 en 处的迷向子群为 O(n − 1) ．因此，Sn−1 可自然等
同于齐性空间 O(n)/O(n− 1)

同理可以说明 Sn−1 可自然等同于 SO(n)/SO(n− 1)

例 3.6.5. 复投影空间是齐性空间
设 SU(n) 为 n 阶特殊酉阵组成的特殊酉阵群. 由于特殊酉变换保持 Cn 中向量的长

度，我们可以得到 SU(n) 在 S2n−1 上的一个自然作用，这个作用在 en 处的迷向子群
为 SU(n− 1) ．同上例类似，S2n−1 可自然等同于齐性空间 SU(n)/SU(n− 1)

——————————————————————
我们知道，CPn−1 可以看成 S2n−1 之商．上述特殊酉群的作用保持等价关系不变，

因此 SU(n) 也可自然作用于 CPn−1 ，这也是一个可迁作用
设 en = (0, 0, · · · , 0, 1)T ，我们来求 [en]处的迷向子群．设 A ∈ SU(n)，则 A[en] = [en]

当且仅当 A 形如

A =

(
B 0

0 1/(detB)

)
,

其中 B ∈ U(n− 1) . 这说明 CPn−1 可自然等同于齐性空间 SU(n)/U(n− 1) ：口
例 3.6.6. 作为齐性流形的双曲空间
在 Rn+1 中考虑 2 阶协变张量场

gn,1 =

n∑
i=1

dxi ⊗ dxi − dxn+1 ⊗ dxn+1,

它限制在超曲面
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Hn(1) = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 |
n∑
i=1

(xi)2 − (xn+1)2 = −1, xn+1 > 0}

上得到一个正定的黎曼度量 g−1 ．可以计算出 (Hn(1), g−1) 的截面曲率恒为-1
Rn+1 中保持 gn,1 不变的线性变换的全体组成了所谓的 Lorentz 群 O(n+ 1, 1) 用矩

阵来表示就是

O(n+ 1, 1) = {A ∈ GL(n+ 1,R) | ATKA = K},

其中 K 为如下 n+ 1 阶方阵

K =

(
In 0

0 −1

)
.

设 A = (aij) ∈ O(n+ 1, 1) ：由 ATKA = K 知 (detA)2 = 1 ，从而 detA = ±1 此
外还有

n∑
i=1

(ai n+1)
2 − (an+1 n+1)

2 = −1,

这说明 an+1 n+1 ⩾ 1 或 an+1,n+1 ⩽ −1 、利用这些事实可以说明 O(n + 1, 1) 有 4
个连通分支，其中包含单位元的连通分支为

G = {A ∈ O(n+ 1, 1) | detA = 1, an+1 n+1 ⩾ 1}.

G 在 Rn+1 上的自然作用保持 Hn(1) 不变，因此可视为作用在 Hn(1) 上. 这是一个
可迁的作用. 如果 A ∈ G 保持 en+1 ∈ Hn(1) 不变，则 A 形如

A =

(
B 0

0 1

)
,

——————————————————————
3.6����
口其中 B ∈ SO(n) . 这说明 Hn(1) 可自然等同于齐性空间 G/SO(n)

下面我们讨论 G/H 上的黎曼度量，使得 G 的作用均为等距，这样的度量称为 GTn

不变度量，或简称不变度量. 需要注意的是，一般来说此时 G 不等于 I(G/H)

并非所有的齐性空间上均存在不变度量，记 h 为 H 的 Lie 代数，则 T[H]G/H 可等
同于 g/b ．不变度量在 g/b 上定义了内积 〈, 〉 ．我们来说明，此内积在 AdH 下不变. 事
实上，任给 h ∈ H ，X ∈ g

hetXH = hetXh−1H.

由于 Adh 以及 adh 保持 h 不变，故它们可自然作用于 g/b . 在上式中关于 t 求导得
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(Lh)∗(X) = π(Adh(X)),

其中 π : g → g/b 为商投影. 当 Lh 为等距同构时，上式表明 Adh 保持内积 〈, 〉 不变
当 G 有效且等距作用于 G/H 时，G 可视为 I(G/H) 的子群. 此时，H 为 Ĥ 的子

群，Ĥ 为正交群的闭子群，因而是紧致的. 利用这一点，我们可以在 G 上构造左不变
度量，使得该度量在 H 的右作用下不变. 这个度量限制在 H 上是双不变的. h 的正交
补记为 p ，则

g = h⊕ p,

p 上的内积由 G/H 上的黎曼度量给出. 这说明，π : G→ G/H 为黎曼淹没，而上式
就是切空间的垂直和水平分解
利用黎曼淹没的 ONeill 公式以及前一小节 Lie 群左不变度量的曲率公式，得到

G/H 的如下曲率公式

R(X,Y,X, Y ) = |(adX)∗(Y ) + (adY )
∗(X)|2 − 〈(adX)∗(X), (adY )

∗(Y )〉

− 3

4
|[X,Y ]p|2 −

1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉+ 1

2
〈[[X,Y ], X], Y 〉.

其中 X,Y ∈ p ，我们将 X 与 π∗(X) 等同
如果 G 上的度量还是双不变的，由前一小节的计算公式可得

R(X,Y,X, Y ) =
1

4
|[X,Y ]h|2 + |[X,Y ]p|2,

特别地，此时截面是非负的
当 G 上的度量为双不变度量时，称 G/H 为正规齐性空间. 正规齐性空间提供了非

负曲率流形的许多自然的例子
——————————————————————
§3.6.3 对称空间
设 (M, g) 为黎曼流形，如果任给 m ∈ M ，均存在 m 的某个开邻域中的等距同构

Im 使得 m 是该邻域中惟一的不动点，且 Im ◦ Im = id 为恒同映射，则称 (M, g) 为局
部对称空间．如果 Im 均可延拓为 M 上的整体等距同构，则称 (M, g) 为对称空间
例 3.6.7. Rn ，Sn ，Hn 均为对称空间
对于 Rn ，考虑关于原点的反射 I : Rn → Rn ，I(x) = −x, 则 I 为等距同构，且

I2 = id 原点是惟一的不动点．由于 (Rn, g0) 的等距同构群可迁地作用在 Rn 上故 Rn

关于每一点都是对称的
对于 Sn ，任取 x0 ∈ Sn ，考虑映射

Ix0 : Sn → Sn, Ix0(x) = −x+ 2〈x, x0〉x0,

则 Ix0 为等距同构，它有两个不动点 x0,−x0, 且 I2x0
=id
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对于 Hn ，考虑 Poincaré 圆盘模型，则关于原点的反射是等距同构，它以原点为惟
一的不动点，与 Rn 类似，由于 Hn 的等距同构群可迁地作用于自身，故 Hn 关于口任
意一点都是对称的
下面我们研究（局部）对称空间的性质
命题 3.6.4. 设 Im 是以 m 为孤立不动点的 (局部）等距同构，如果 I2m = id 则

(Im)∗m = −id
证明. 由 I2m = id 知 (Im)2非m = id ．因此，线性映射 I∗m 的特征值为 1 或-1 我们来

说明 1 不是特征值. 不然的话，存在非零切向量 v ∈ TmM ，使得 (Im)∗m(v) = v 因为
Im 为等距同构，因此这说明 Im 保持从 m 出发，以 v 为初始切向量的测地线不变. 这
与 m 为孤立不动点相矛盾
任给 w ∈ TmM ，由于 (Im)∗m[w+ (Im)∗mw] = w+ (Im)∗mw, 根据刚才的讨论即知

w + (Im)∗mw = 0.

即 (Im)∗m = −id
从命题的证明可以看到，Im 将经过 m 的测地线反向，即

Im(exp(tw)) = exp(−tw).

如果在以 m 为中心的正规坐标 {xi} 中考虑，则 Im 可表示为

Im(x1, · · · , xn) = −(x1, · · · , xn),

即 Im 如同 Rn 中围绕原点的反射一样
——————————————————————
83.6 齐性空间
命题 3.6.5. (M, g) 为局部对称空间当且仅当其曲率张量是平行的，即 ∇R = 0

证明.（必要性）任给 m ∈ M , 因为 Im 是保持 m 不动的等距同构，故在 m 处成立
(Im)∗(∇R) = ∇R. 即

(∇R)(X,Y, Z,W, V ) = (∇R)((Im)∗mX, (Im)∗mY, (Im)∗mZ, (Im)∗mW, (Im)∗mV )

= (∇R)(−X,−Y,−Z,−W,−V )

= −(∇R)(X,Y, Z,W, V ),

这说明在 m 处成立 ∇R = 0

（充分性）任给 m ∈M. 在以 m 为中心的正规坐标邻域中考虑反射

Im(x1, · · · , xn) = −(x1, · · · , xn),

我们只要证明 Im 为 (局部) 等距同构即可
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先作一些准备工作. 记 r =
√

(x1)2 + · · ·+ (xn)2, 则 r 是到 m 的距离函数，根据
Gauss 引理，可记

∂r = gradr = xi

r
∂i.

距离函数 r 的水平集为测地球面，其单位法向量就是 Ĉr. 记 Π∂r 为测地球面沿该法
向的第二基本形式. 设 X,Y 是与测地球面相切的切向量场，则

(L∂rg)(X,Y ) = ∂r(g(X,Y ))− g([∂r, X], Y )− g(X, [∂r, Y ])

= g(∇∂rX,Y ) + g(X,∇∂rY )− g([∂r, X], Y )− g(X, [∂r, Y ])

= g(∇X∂r, Y ) + g(X,∇Y ∂r)

= −2I∂r (X,Y ),

即

L∂rg = −2Π∂r .

令 I2∂r (X,Y ) = g(∇X∂r,∇Y ∂r) ，利用 ∇∂r∂r = 0 我们进一步计算如下：

(∇∂rq∂r )(X,Y ) = ∂r(Π∂r (X,Y ))−Π∂r (∇∂rX,Y )−Π∂r (X,∇∂rY )

= −∂rg(∇X∂r, Y ) + g(∇∇∂rX
∂r, Y ) + g(∇X∂r,∇∂rY )

= −g(∇∂r∇X∂r, Y ) + g(∇∇∂rX
∂r, Y )

= −g(∇∂r∇X∂r, Y ) + g(∇[∂r,X]∂r, Y ) + g(∇∇X∂r∂r, Y )

= g(R(∂r, X)∂r, Y ) + g(∇Y ∂r,∇X∂r)

= R(∂r, X, ∂r, Y ) + Π2
∂r (X,Y ),

——————————————————————
第三章流形的几何
即

∇∂rΠ∂r = R(∂r, ·, ∂r, ·) + Π2
∂r .

同样的计算可以给出

L∂rΠ∂r = R(∂r, ·, ∂r, ·)−Π2
∂r .

记 ḡ = (Im)∗g ，相应的曲率张量记为 R̄ = (Im)∗R . 由 ∇R = 0 知，如果 X X X,Y

Y Y 是沿着经过 m 的测地线平行的向量场，则 R(∂r, X, ∂r, Y ) 沿测地线不变. 特别地
对任意与测地球面相切的切向量场 X,Y Y Y ，均有
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R̄(∂r, X, ∂r, Y ) = R(∂r, X, ∂r, Y ).

此外，由

∇X∂r = ∇X(
xi

r
∂i) =

1

r
X +

xi

r
∇X∂i

可知，在 m 附近成立

Π∂r = −1

r
g +O(r).

在度量 ḡ 下，测地球面的第二基本形式记为 Π̄∂,r ，则它也满足上式以及方程 (3.73)
(3.74). 由常微分方程解的惟一知 Π̄∂r = I∂r 于是，由 (3.72) 知

L∂r (ḡ − g) = 0,

这说明 ḡ − g 沿经过 m 的测地线不变. 由于 ḡ − g 在 m 处为零，故 ḡ = g . 这就证
口明了 Im 为等距同构
注，（3.73）式常称为黎曼流形上的 Riccati 方程，这是微分几何中很有用的工具.
下面我们讨论对称空间．设 (M, g) 为对称空间，如果 γ : [a, b]→ M 为测地线，则

Iγ(b) ◦ σ 也是测地线，它们连接起来以后也还是测地线. 这说明 M 上的测地线均可无限
延长，由 Hopf-Rinow 定理（见 [4）可知 M 上任意两点均 p, q 可用最短测地线 γpq 连
接，取 γpq 的中点 m ，则 Im(p) = q. 、这说明等距同构群 I(M) 在 M 上的作用是可
迁的. 因此，M 是齐性空间
设 M 为连通对称空间. 记 M = G/H . 其中 G = I(M) ，H = Gm 为 m 处的迷向

子群. 定义

σ : G→ G, σ(g) = Im ◦ g ◦ Im,

则 σ 为 G 的自同构，且 σ2 = id. 记 K = {g ∈ G | σ(g) = g} 则 K 为 G 的闭子群
当 h ∈ H 时，h(m) = m ，因此 σ(h)(m) = m 且

σ(h)∗m = (Im)∗m ◦ h∗m ◦ (Im)∗m = h∗m.

——————————————————————
83.6 齐性空间
由 M 连通可知 σ(h) = h . 这说明 H ⊂ K
记 K(H) 的含有单位元的连通分支为 K0 H0) ，根据以上论述可知 H0 ⊂ K0 我们

来说明 K0 ⊂ H ，从而 K0 = H0 . 设 k ∈ K 则 k(m) = Im ◦ k(m) 因为 m 为 Im 的
孤立不动点，故存在 G 的含单位元的开邻域 U ，使得当 k ∈ K ∩ U 时 k(m) = m 即
K ∩ U ⊂ H ．因为 K0 可由 K ∩ U 生成，故 K0 ⊂ H
反之，设 σ : G→ G 为 Lie 群 G 的一个自同构，σ2 = id. σ C σ 的不动点全体仍记
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为 K ：由

σ(gk) = σ(g)σ(k) = σ(g)k

可知 σ 诱导了 G/K 上的微分同胚，如果这个微分同胚保持 G/K 上的 G∗ 不变度
量 〈, 〉 ，则 (G/K, 〈, 〉) 为对称空间，它在 [K] 处的反射等距同构由 σ 给出
如果记 G 的 Lie 代数为 g ，注意到 σ∗e 是 g 的自同构，且 σ2

∗e = id . K 的 Lie 代
数为 e，则

t = {X ∈ g | σ∗e(X) = X}.

定义

m = {X ∈ g | σ∗e(X) = −X},

则由 σ2
∗e = id 易见 g 有线性空间的直和分解

g = m⊕ t,

并目关于 Lie 代数运算满足

[t, t] ⊂ t, [m,m] ⊂ t, [t,m] ⊂ m.

例如，当 X1 ，X2 ∈ m 时，由

σ∗e[X1, X2] =
[
σ∗e(X1), σ∗e(X2)

]
=
[
−X1,−X2

]
=
[
X1, X2

]
知 [X1, X2] ∈ t
利用这些分解，我们来计算 M = G/K 的曲率张量. 当 X,Y, Z ，W ∈ m 时，由

[X,Z] ∈ e 故

〈(adX)∗(Y ), Z〉 = 〈Y, [X,Z]〉 = 0,

这说明 (adX)∗(Y ) ∈ e. 、另一方面，当 T ∈ e 时，因为 K 在 G 上的右作用为等距，
因此

〈[T,X], Y 〉+ 〈X, [T, Y ]〉 = 〈adT (X), Y 〉+ 〈X, adT (Y )〉 = 0,

即

〈T, (adX)∗Y 〉+ 〈T, (adY )∗(X)〉 = 0,

——————————————————————
这表明 (adX)∗(Y ) + (adY )

∗(X) = 0 . 由 (3.64) 即知
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∇̄XY =
1

2
[X,Y ],

其中 ∇ 为 G 的联络. 此外，再利用 [X,Y ] ∈ t 以及 Levi-Civita 联络的表示可得

2〈∇̄[X,Y ]Z,W 〉 = 〈[[X,Y ], Z],W 〉−〈Z, [[X,Y ],W ]−〈[X,Y ], [Z,W ]〉 = 2〈[[X,Y ], Z],W 〉−〈[X,Y ], [Z,W ]〉.

由 (3.65) 可得

R̄(X,Y, Z,W ) =
1

4
〈[X,W ], [Y, Z]〉 − 1

4
〈[X,Z], [Y,W ]〉

− 1

2
〈[X,Y ], [Z,W ]〉+ 〈[[X,Y ], Z],W 〉.

根据 ONeill 公式，M 的曲率张量 R 满足等式

R̄(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W ) +
1

4
〈[X,W ], [Y, Z]〉

− 1

4
〈[X,Z], [Y,W ]〉 − 1

2
〈[X,Y ], [Z,W ]〉,

这说明

R(X,Y, Z,W ) = 〈[[X,Y ], Z],W 〉, R(X,Y )Z = [[X,Y ], Z].

(3.76)
例 3.6.8. 复投影空间是对称空间
考虑 Lie 群 G = SU(n+ 1). 它的一个自同构定义为

σ : SU(n+ 1)→ SU(n+ 1), A 7→

(
In 0

0 −1

)
A

(
In 0

0 −1

)
,

SU(n+ 1) 关于 σ 的不动点子群为

K =

{(
B 0

0 1/(detB)

) ∣∣∣B ∈ U(n)

}
.

SU(n+ 1) 的 Lie 代数 sec(n+ 1) 在 σ 作用下的分解为

su(n+ 1) = m⊕ t,

其中，

m =

{(
0 −z∗

z 0

) ∣∣∣∣∣ z ∈ Cn
}
, t =

{(
B 0

0 −trB

) ∣∣∣∣∣B ∈ u(n)

}
.

在 sin(n+ 1) 中考虑内积 〈A1, A2〉 = − 1
2 tr(A1A2) ，它决定了 SU(n+ 1) 上的双不
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变度量，使得 CPn = SU(n+ 1)/U(n) = G/K 成为对称空间
——————————————————————
3.6����
下面我们计算曲率. 首先有[(

0 −z∗

z 0

)
,

(
0 −w∗

w 0

)]

=

(
0 −z∗

z 0

)(
0 −w∗

w 0

)
−

(
0 −w∗

w 0

)(
0 −z∗

z 0

)

=

(
w∗z − z∗w 0

0 wz∗ − zw∗

)
,

其次

[[(
0 −z∗

z 0

)
,

(
0 −w∗

w 0

)]
,

(
0 −z∗

z 0

)]

=

(
0 z∗(wz∗ − zw∗)− (w∗z − z∗w)z∗

(wz∗ − zw∗)z − z(w∗z − z∗w) 0

)
.

为了方便起见，我们将 m 与 Cn 等同，其内积由 〈z, w〉 = 1
2 (zw

∗ + wz∗) 给出由
(3.76) 式得

R(z, w)z = (wz∗ − zw∗)z − z(w∗z − z∗w).

当 z, w 为单位正交向量时，

R(z, w)z = 3wz∗z + w,

因此

R(z, w, z, w) = 〈R(z, w)z, w〉 = 1− 3(zw∗)2,

由此得到 CPn 的截面曲率介于 1 到 4 之间
例 3.6.9.Grassmann 流形
考虑 Lie 群 G = SO(k + l) ，它的一个自同构定义为

σ : SO(k + l)→ SO(k + l), A 7→

(
Ik 0

0 −Il

)
A

(
Ik 0

0 −Il

)
,

SO(k + l) 关于 σ 的不动点子群为
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K =

{(
B1 0

0 B2

) ∣∣∣∣∣B1 ∈ O(k), B2 ∈ O(l), detB1 = detB2.

}
.

K 的含单位元的连通分支 K0 = SO(k)× SO(l)

齐性流形 SO(k + l)/SO(k)× SO(l) 可以看成 Rk+l 中定向 k 维子向量空间的全体，
称为 Grassmann 流形，记为 G̃rk(Rk+l). 当 k = 1 时它就是球面 Sl

——————————————————————
SO(k + l) 的 Lie 代数在 σ 作用下的分解为

so(k + l) = m⊕ so(k)⊕ so(l),

其中

m =

{(
0 B

−BT 0

) ∣∣∣B ∈Mk×l

}
.

在 so(k + l) 考虑内积 〈A1, A2〉 = − 1
2 tr(A1A2) ，它决定了 SO(k + l) 上的双不变度

量，使得 SO(k + l)/SO(k)× SO(l) 成为对称空间
根据 (3.71) 可知，当 X, Y ∈ m 时，R(X,Y,X, Y ) = |[X,Y ]|2 ．如果我们将 m 与

Mk×l 等同，则由[(
0 A

−AT 0

)
,

(
0 B

−BT 0

)]

=

(
0 A

−AT 0

)(
0 B

−BT 0

)
−

(
0 B

−BT 0

)(
0 A

−AT 0

)

=

(
BAT −ABT 0

0 BTA−ATB

)
得

R(A,B,A,B) =
1

2
[|BAT −ABT |2 + |BTA−ATB|2].

当 k = 1 或 l = 1 时，从上式容易算出截面曲率恒为 1，这也就是单位球面的截面口
曲率
上面的这些例子可以推广. 一般地，考虑 Lie 代数 g. ，定义双线性型如下

B(X,Y ) = tr(adXadY ), ∀X,Y ∈ g.

显然，B 为对称双线性形，称为 Killing 形式. 当 X, Y , Z ∈ g Z�g Z ∈ g 时

B([X,Y ], Z)

= tr(adY ad[Z,X]) = B(Y, [Z,X]),
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这可以改写为

B(adX(Y ), Z) = −B(Y, adX(Z)),

即 adX 关于 B 斜对称
如果 σ : g → g 为 Lie 代数的自同构，则由

[σ(X), Y ] = [σ(X), σ ◦ σ−1(Y )] = σ([X,σ−1(Y )])

——————————————————————
83.6 齐性空间
知 adσ(X) = σ ◦ adX ◦ σ−1. 因此

B(σ(X), σ(Y )) = B(X,Y ).

当 B 非退化时，称 g 为半单 Lie 代数. 半单 Lie 代数的分类见 [12]. 当 Lie 群的 Lie
代数为半单 Lie 代数时，该 Lie 群也称为半单的
我们知道，紧致 Lie 群上存在双不变度量. 在此度量下，adX 均为斜对称矩阵此时

Killing 形式是半负定的. 另一方面，如果 B 是负定的，则 −B 就定义了 G 上的一个双
不变度量. 通过计算曲率可以说明此时 G 必然是紧致的
设 G 为紧致半单 Lie 群，σ 为自同构，且 σ2 =id g 在 σ 下可以分解为

g = m⊕ t,

此时 −B 定义了一个内积，在此内积下，m 与正交. −B 诱导了 G 上的双不变度量，
使得 G/K 成为对称空间，其曲率满足

R(X,Y,X, Y ) = |[X,Y ]|2.

设 G 为非紧半单 Lie 群，可以证明，g 可以分解为 m⊕ 其中为 (紧) 子代数，且

[t, t] ⊂ t, [m,m] ⊂ t, [t,m] ⊂ m.

此时，B 在上是负定的，在 m 上是正定的，它诱导了 G/K 上的对称度量. 其曲率
满足

R(X,Y,X, Y ) = 〈[[X,Y ], X], Y 〉 = B([[X,Y ], X], Y )

= −B([X,Y ], [X,Y ]) = −|[X,Y ]|2.

习题 3.6
1. 证明，在双不变度量下，Lie 群的曲率张量满足等式

R(X,Y )Z =
1

4
[[X,Y ], Z].

2. 试说明，紧致连通 Lie 群的指数映射是满射
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3. 证明，作为齐性空间，CPn 为 Einstein 流形
4. 说明正规齐性空间 G/H 中的测地线是 Lie 群 G 中单参数子群的投影
5. 证明，M 为局部对称空间当且仅当沿任意测地线，平行切平面的截面曲率不变
——————————————————————
6. 在正规坐标系中证明下面的等式

L∂rI∂r = R(∂r, ·, ∂r, ·)− I2∂r .

7. 证明 ad[X,Y ] =
[
adX , adY

]
8. 证明紧致 Lie 群为对称空间，并计算其曲率，9. 说明 O(k, l)/O(k)×O(l) 为对称

空间，并计算其曲率，10. 说明 SL(n,R)/SO(n) 为对称空间，并计算其曲率
S3.7Gauss-Bonnet 公式 3.8Chern−Weil��
——————————————————————
第四章流形与上同调
本章主要利用微分形式来对流形的拓扑作初步的研究，我们将研究 deRhan 上同调

的基本性质
4.1Poincar��84.2�����4.3Hodge 定理 84.4 进一步的例子 84.5 示性类和指标公式
定义 Euler 示性类，证明 Hopf 指标定理，定义 Thom 类，研究它的基本性质 Morse

理论？
84.6 层的上同调
——————————————————————
第四章流形与上同调
——————————————————————
第五章流形上的椭圆算子
本章介绍流形上的微分算子，其中我们将研究椭圆算子的重要性质，特别是 Laplace

算子，我们也给出 Hodge 定理的证明
5.1Sobolev��§5.2Laplace��§5.3Hodge�����85.4���������5.5Dirac算子 85.6Atiyah-Singer指

标公式
——————————————————————
第五章流形上的椭圆算子
——————————————————————
附录
附录 AWhitney 嵌入定理附录 B 流形上的常微分方程附录 CMorse 理论简介
——————————————————————
附录 C

——————————————————————
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